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Re´sume´
Nous nous inte´ressons a` la cine´tique des e´lectrons dans une atmosphe`re stellaire, mode´lise´e
comme une couche plan-paralle`le irradie´e sur une face. Les e´lectrons sont caracte´rise´s par leur
fonction de distribution des vitesses (fdv), que l’on cherche a` calculer en meˆme temps que les
autres grandeurs de l’atmosphe`re. Notre principal objectif est de comprendre le me´canisme de
thermalisation des e´lectrons, qui tend a` rapprocher leur fdv de la fonction de Maxwell-Boltzmann.
Cette thermalisation est efficace tant que les collisions e´lastiques dominent les interactions des
e´lectrons avec le milieu ambiant, une hypothe`se universellement admise en the´orie des atmosphe`res
stellaires.
Notre travail se situe dans la ligne trace´e par quelques physiciens des plasmas au de´but des
anne´es 70 : N. Peyraud, J. Oxenius, E.C. Shoub, ... Leurs recherches ont montre´ le roˆle important
joue´ par les processus ine´lastiques (collisionnels ou radiatifs) dans le re´gime d’e´quilibre atteint par
les e´lectrons, qui peut s’e´carter conside´rablement de l’e´quilibre maxwellien aux hautes e´nergies.
De tels e´carts modifient fortement le calcul des populations atomiques, car les e´lectrons de haute
e´nergie sont les principaux responsables des transitions collisionnelles subies par les particules
lourdes. Les photons assurent les transitions radiatives, mais leur distribution est e´galement affecte´e
par les e´carts a` l’e´quilibre maxwellien des e´lectrons et des particules lourdes, ce qui a pour effet
d’augmenter ces e´carts. C’est donc notre vision comple`te de l’atmosphe`re (populations atomiques,
mais aussi densite´ et tempe´rature e´lectronique, champ radiatif) qui est modifie´e par l’existence
d’un e´quilibre non maxwellien des e´lectrons.
Le proble`me consiste en la re´solution couple´e de l’e´quation cine´tique des e´lectrons, des e´quations
de l’e´quilibre statistique et de l’e´quation de transfert, pour le calcul de la fdv des e´lectrons, des
populations atomiques et de l’intensite´ spe´cifique du champ radiatif. Nous avons re´solu ce proble`me
dans un plasma d’hydroge`ne pur en prenant en compte les principaux types d’interaction pre´sents
dans les atmosphe`res stellaires. L’e´quation cine´tique des e´lectrons a e´te´ re´solue en calculant son
terme de collision e´lastique a` l’aide d’un mode`le BGK longuement justifie´ dans la the`se. Pour
re´soudre l’e´quation de transfert, nous avons utilise´, et surtout de´veloppe´, les codes de l’e´quipe
Transfert du CRAL Observatoire de Lyon.
Les re´sultats confirment largement les ide´es avance´es il y a une trentaine d’anne´es. Aux ar-
guments physiques d’alors s’ajoutent de´sormais des arguments nume´riques fonde´s sur l’utilisation
de codes a` la hauteur de ce proble`me complexe. Notre principale contribution se situe au niveau
du terme de collisions e´lastiques des e´lectrons, qui joue un roˆle crucial dans le re´sultat final, et
au niveau du transfert de rayonnement, qui a e´te´ mal traite´ jusqu’a` pre´sent. Pour fixer les ide´es
et appre´cier l’importance d’un calcul de la fdv e´lectronique, nous comparons trois cate´gories de
mode`les d’atmosphe`res de meˆmes parame`tres initiaux : les premiers sont en ETL, les seconds sont
hors ETL avec e´lectrons thermalise´s, et les troisie`mes sont hors ETL avec e´lectrons non thermalise´s
a priori.
Pour conclure, nous envisageons les applications astrophysiques de ce travail, avec une certaine
prudence compte tenu du caracte`re hautement ide´alise´ du proble`me re´solu.
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Abstract
Our work is concerned with the kinetics of electrons in a stellar atmosphere, modelled as a
parallel-plane slab irradiated on one face. Free electrons are characterized by their velocity distri-
bution function : the electron distribution function (edf), which is calculated in addition to other
atmospheric thermodynamical quantities. Our main objective is to understand the mechanism
leading to the thermalisation of electrons, where the edf tends toward the Maxwell-Boltzmann dis-
tribution. It is accepted, in stellar atmospheres theory, that thermalisation of electrons is effective
as long as elastic collisions dominate inelastic interactions of electrons with the plasma.
This thesis follows the way opened by some plasma physicists in the early 70s : N. Peyraud, J.
Oxenius, E. C. Shoub, etc. Their work proved the important role played by inelastic (collisional
or radiative) processes in the equilibrium reached by electrons, whose edf can considerably deviate
from the maxwellian equilibrium at high energies. Such deviations strongly modify atomic popu-
lations calculus, because high energy electrons are mainly involved in heavy particles collisional
transitions. Radiative transitions are involved by photons, whose distribution is also affected by
deviations of electron and heavy particles distributions from the maxwellian equilibrium, then in-
creasing those deviations. Then, our usual vision of an atmosphere is completely modified by the
existence of a non-maxwellian equilibrium of electrons (atomic populations, but also density and
temperature of electrons, or radiative field).
This problem consists in solving some coupled equations : the radiative transfer equation, the
statistical equilibrium equations and the kinetic equation of electrons, to calculate the radiative
field specific intensity, atomic populations and the edf respectively. This problem was solved in this
thesis by using an hydrogen plasma and the main types of interactions found in stellar atmospheres.
The kinetic equation of electrons was solved using a BGK model for elastic collisions, this model
being extensively detailled in the thesis. To solve the radiative transfer equation, we used, and
especially developed, the code from the Transfert team at CRAL Observatoire de Lyon.
Results confirm ideas developed thirty years ago. Physical arguments are now enforced with
numerical computations, precise enough to handle the complexity of this problem. Our main contri-
bution consists in modelling elastic collisions of electrons, which plays a very important role in the
final result, and by correctly solving the radiative transfer equation, which was not the case until
now. To fix ideas about the influence of edf calculation on stellar atmospheres, we compare three
categories of models, all with identical initial parameters : first ones are in LTE (local thermody-
namic equilibrium), then we compute non-LTE models with thermalised electrons, and we relax
the hypothesis of a priori thermalised electrons in a third category.
Finally, astrophysical applications of this work are carefully discussed, considering the highly
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Il est couramment admis en astrophysique que les e´lectrons sont thermalise´s dans les couches
superficielles des e´toiles, que nous appelons ici atmosphe`res. Pre´cisons le vocabulaire : les e´lectrons
sont thermalise´s lorsqu’ils ont atteint un e´tat d’e´quilibre caracte´rise´ par une distribution maxwel-
lienne des vitesses dans l’espace des phases. Quant au terme atmosphe`re, il doit eˆtre pris dans
un sens tre`s ge´ne´ral : nos atmosphe`res commencent dans les couches profondes des e´toiles, ou` le
champ radiatif peut eˆtre de´crit dans l’approximation de la diffusion, et s’arreˆtent sur les couches de
tempe´rature minimale, avant la remonte´e chromosphe´rique dont nous ignorons les effets. S’agissant
du soleil, ce terme de´signe donc les re´gions supe´rieures de l’enveloppe et la photosphe`re.
Le point de vue des astrophysiciens s’appuie sur le fait que les collisions e´lastiques subies
par les e´lectrons, qui tendent a` les thermaliser, dominent largement les transitions ine´lastiques
(collisionnelles ou radiatives), qui perturbent leur e´quilibre maxwellien [12, 14, 69]. En revanche,
il est de´sormais bien connu que les e´lectrons ne sont pas thermalise´s dans la chromosphe`re et la
couronne du soleil, mode´lise´es comme des plasmas faiblement collisionnels soumis a` un champ de
force exte´rieur intense : voir par exemple Shoub [102] et la the`se re´cente de F. Leblanc [60].
A la fin des anne´es 60, certains physiciens des plasmas avaient de´ja` montre´ a` plusieurs re-
prises l’inte´reˆt de calculer la fonction de distribution des vitesses (fdv) des e´lectrons de fac¸on
auto-consistante dans un plasma collisionnel soumis a` un champ e´lectrique : cf. les articles de N.
Peyraud [83] et les re´fe´rences qu’ils contiennent. Ces travaux ont donne´ naissance a` une se´rie d’ar-
ticles importants sur les perturbations a` l’e´quilibre maxwellien des e´lectrons provoque´es par les
collisions ine´lastiques et les pertes radiatives, dans un plasma e´ventuellement libre de tout champ
de force exte´rieur : voir Biberman, Vorob’ev et Yakubov [7], Peyraud [85, 84], Oxenius [75, 76],
Shaw, Mitchner et Kruger[100], Claaßen [35, 36], Oxenius [77], Shoub [101] et Biberman, Vorob’ev
et Yakubov [9], dans l’ordre chronologique. Ces e´tudes concluent a` des e´carts importants a` la max-
wellienne dans la queue des e´lectrons rapides, ce qui peut modifier de fac¸on substantielle le calcul
de la densite´ e´lectronique, de la tempe´rature e´lectronique et des populations atomiques.
L’alerte est donne´e et le proble`me physiquement bien pose´. Malheureusement, les calculs nume´-
riques ne suivent pas, la re´solution couple´e de l’e´quation de transfert (ET), de l’e´quation cine´tique
des e´lectrons (ECE) et des e´quations de´crivant l’e´quilibre statistique des atomes (ES) e´tant hors
de porte´e des moyens de calcul de l’e´poque. De plus la re´solution de l’e´quation de transfert e´tait
tre`s difficile, expliquant que les travaux cite´s ont porte´ sur des milieux optiquement minces, c’est-
a`-dire e´missifs mais non absorbants, ou sur des milieux optiquement e´pais mais en traitant mal le
transfert. C’e´tait admissible dans les plasmas de laboratoire vise´s par ces e´tudes, mais pas dans
les atmosphe`res stellaires. Malgre´ cela, les re´sultats sont magnifiques, car fonde´s sur des de´velop-
pements analytiques inventifs visant a` limiter au mieux la part de calcul de l’ordinateur.
Ces travaux ne sont pourtant pas repris par les astrophysiciens mode´lisateurs d’atmosphe`res
stellaires, ce qui provient suˆrement de la mise a` l’e´cart de la the´orie du transfert. Les physiciens
a` l’origine de ce travail orientent leur recherche vers des milieux ionise´s ou` le transfert est ne´glige´
(haute chromosphe`re, couronne solaire, etc.).
En 1986 paraˆıt l’ouvrage fondamental de Joachim Oxenius : Kinetic Theory of Particles and
Photons, devenu aujourd’hui une re´fe´rence incontournable [78]. La question des e´lectrons est de
nouveau souleve´e (section 6.6), et l’attention du lecteur est attire´e sur la ne´cessite´ d’aborder le
proble`me dans les milieux optiquement e´pais :
”In the simplest case of a two-level atom with continuum and assuming complete redis-
tribution, one is faced with a system of coupled equations that comprise the radiative
transfer equation, the kinetic equation of the electrons, and the balance equations of the
atomic levels. Owing to the great complexity of this problem, the calculations carried
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out thus far still use unsatisfactory approximations. At present, non-LTE line transfer
with a self-consistent electron distribution function is an unsolved problem.”
Dans le meˆme temps ou peu apre`s, J. Oxenius commence une collaboration sur le sujet avec E.
Simonneau, qui est le spe´cialiste du transfert que l’on sait. Un travail conside´rable est effectue´
pour formuler le proble`me, rechercher les articles importants pour calculer le terme de collisions
e´lastiques des e´lectrons, etc. Mais cette collaboration exigeait un travail de longue haleine qui n’a
pu eˆtre acheve´ avant le de´part a` la retraite de J. Oxenius. C’est donc le groupe Transfert de l’Ob-
servatoire de Lyon qui a he´rite´ de ce dossier important, devenu notre sujet de the`se. Ce travail a
e´te´ dirige´ principalement par B. Rutily et J. Bergeat, mais nous avons be´ne´ficie´ de fac¸on re´gulie`re
des conseils et des orientations d’E. Simonneau, qui a pris une part active a` nos recherches notam-
ment dans la phase finale. Nous avons aussi eu connaissance des notes manuscrites re´dige´es par J.
Oxenius a` la fin des anne´es 80, ce qui a e´videmment facilite´ notre taˆche et nous permet d’e´crire
aujourd’hui que J. Oxenius est aussi a` l’origine de ce travail.
Cette the`se comprend 7 chapitres et 3 annexes.
Les chapitres 1 a` 4 formulent le proble`me dans une atmosphe`re stellaire classique, c’est-a`-
dire plan-paralle`le, statique et stationnaire, absorbant, e´mettant et diffusant la lumie`re de fac¸on
isotrope. Ce dernier point n’est possible que si la fdv des e´lectrons est isotrope, ce que nous
avons suppose´. La composition chimique est ide´alise´e, puisque notre atmosphe`re est constitue´e
d’hydroge`ne pur. Il s’agit en effet de formuler le proble`me le plus simplement possible et de disposer
de sections efficaces faciles a` calculer et fiables. Ces sections efficaces sont de´crites dans l’annexe A.
En de´pit de ce contexte limitatif, nous avons tenu a` assurer a` notre mode`le la porte´e la plus ge´ne´rale
possible, en prenant en compte les principaux processus d’interaction rayonnement-matie`re pre´sents
dans les e´toiles (y compris les transitions free-free), en ne ne´gligeant pas les e´missions induites, en
utilisant des sections efficaces re´centes et pre´cises pour tout le domaine des e´nergies utilise´es, en
calculant les taux de transition sans approximation, etc. S’agissant des e´lectrons (chapitre 3), le
proble`me central a e´te´ le calcul du terme de collisions e´lastiques de ces particules, qui doit eˆtre a`
la fois simple et re´aliste. Nous avons consacre´ beaucoup de temps a` l’examen de la litte´rature sur
le sujet et avons finalement opte´ pour un mode`le Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) pre´sente´ dans
l’annexe B.
Le chapitre 5 indique la fac¸on dont nous avons re´solu le proble`me formule´ dans les chapitres
pre´ce´dents. Nous avons rajoute´ deux e´quations supple´mentaires pour fermer le syste`me a` re´soudre :
l’e´quation de conservation de la charge (EC), qui assure la neutralite´ e´lectrique de l’atmosphe`re,
et l’e´quation de l’e´quilibre hydrostatique (EH). La clef de notre solution est l’utilisation de codes
exacts de re´solution de l’e´quation de transfert. Nous avons trouve´ ces codes au sein de l’e´quipe
Transfert et les avons de´veloppe´s (voir annexe C.3 pour les de´tails). L’e´quation cine´tique des
e´lectrons est re´solue de fac¸on ite´rative (pour un champ radiatif et des populations donne´es) et les
e´quations de l’e´quilibre statistique par inversion d’une matrice (N + 1)× (N + 1) pour un mode`le
atomique a` N niveaux. La solution ite´rative de l’ensemble des e´quations converge au bout de 20
ite´re´s en moyenne.
Le chapitre 6 pre´sente les re´sultats nume´riques obtenus pour un mode`le a` tempe´rature et masse
volumique constantes, de valeurs proches de celles de la photosphe`re solaire. L’atmosphe`re est opti-
quement e´paisse a` toutes les fre´quences pour justifier le choix d’un rayonnement incident planckien
a` la tempe´rature du milieu. Pour ces conditions, nous avons e´tabli un mode`le d’atmosphe`re en
e´quilibre thermodynamique local (ETL), puis un mode`le hors-ETL, ou non-ETL (NETL) avec
e´lectrons thermalise´s, puis un mode`le NETL avec e´lectrons non thermalise´s a priori : mode`le dit
non e´quilibre cine´tique maxwellien (NECM).
Le chapitre 7 traite des extensions possibles de notre travail et des principales applications
astrophysiques envisage´es. Ce chapitre est bref car nous avons conscience que le sujet doit encore
muˆrir avant que nous puissions examiner son incidence sur la mode´lisation des atmosphe`res stel-
laires. Notre the`se ne fait que confirmer les travaux des anne´es 70, avec des outils nume´riques
approprie´s. Mais elle repose sur des hypothe`ses trop irre´alistes pour que la question des retombe´es
astrophysiques puisse eˆtre valablement aborde´e ici.
Enfin, l’annexe C regroupe des rappels sur les relations de Saha-Boltzmann de´crivant une
atmosphe`re stellaire en ETL, quelques proprie´te´s du plasma conside´re´ dans ce travail, et des de´ve-
loppements lie´s a` la re´solution exacte de l’e´quation de transfert.
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Notations
Nous nous baserons sur deux ouvrages utilise´s fre´quemment dans ce travail : le livre Physique
des plasmas de J.-L. Delcroix et A. Bers [32], et la monographie Kinetic theory of particles and
photons de J. Oxenius [78].
Nous utilisons tout d’abord les re`gles ge´ne´rales suivantes :
– La nature vectorielle des grandeurs est note´e comme suit : v de´signe un vecteur ou un
pseudo-vecteur, v un scalaire ou la norme du vecteur v = |v|, vˆ = v/|v| un vecteur normalise´
a` l’unite´. Aucune notation ne de´signe les tenseurs.
– Les diverses moyennes introduites sont : 〈v〉 pour une moyenne d’ensemble, e´ventuellement
indice´e 〈v〉i pour distinguer une moyenne d’une autre sur la meˆme quantite´, et v¯ pour une
moyenne locale sur une distribution statistique, repre´sentant une grandeur thermodyna-
mique. Par exemple, la moyenne statistique la plus utilise´e porte sur la distribution en vitesse




– Le milieu est un plasma partiellement ionise´ et e´claire´, caracte´rise´ par des indices : i ou j
pour les atomes dans leurs diffe´rents e´tats d’excitation interne, k pour les ions dans leurs
diffe´rents e´tats d’excitation interne, + pour les protons, e pour les e´lectrons libres et ν pour
les photons. Nous utiliserons l’indice a pour de´crire tous les types possibles de l’atmosphe`re.
– Le syste`me d’unite´s utilise´ dans toutes les formules est le syste`me (SI). Nous utiliserons
les sigles d’unite´s suivants : la longueur (L), le temps (T) et la masse (M). Nous essaierons
d’exprimer les formules en terme de quantite´s sans dimension, graˆce au rapport des grandeurs
sur des constantes adapte´es, dans la mesure du possible si cette formulation n’est pas trop
lourde par rapport au syste`me (SI).
– Les sigles introduits pour la premie`re fois sont entre parenthe`ses et en gras. Ex : (fdv).
– Les e´quations, figures et tableaux inclus dans le texte sont re´fe´rence´s par leur nume´ro mis
entre parenthe`ses, pre´ce´de´ par le symbole Fig. pour les figures, Tab. pour les tableaux et
e´ventuellement par le symbole Eq. pour les e´quations et expressions mathe´matiques en cas
d’ambiguite´ (symbole Eqs. si plusieurs e´quations sont re´fe´rence´es), ce qui donne (1.1) ou (Eq.
1.1.), (Fig. 1.1) et (Tab. 1.1) respectivement.
– les e´galite´s entre expressions sont, outre le signe = d’e´galite´ formelle stricte, les signes ≈
(approximation formelle duˆe a` une simplification nume´rique ou formelle) et ∼ (approximation
nume´rique, ordre de grandeur).
Nous avons regroupe´ dans le tableau ci-dessous les abbre´viations les plus importantes et souvent
utilise´es dans ce me´moire :
Notation Explication
bb transition atomique lie´-lie´ (bound-bound)
bf transition atomique lie´-libre (bound-free)
EC e´quation de conservation de la charge
ECE e´quation cine´tique des e´lectrons
ES e´quations de l’e´quilibre statistique
ET e´quation de transfert
ER e´quation de l’e´quilibre radiatif
EH e´quation de l’e´quilibre hydrostatique (e´quilibre de pression)
ETL e´quilibre thermodynamique local (LTE en anglais)
FPL Fokker-Planck-Landau (terme de source diffe´rentiel de collisions
e´lastiques entre particules charge´es)
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fdv fonction de distribution des vitesses (pour toutes les particules).
L’e´quivalent anglais est edf (electron distribution function)
fb transition atomique libre-lie´ (free-bound)
ff transition atomique libre-libre (free-free)
lpm libre parcours moyen
Lα premie`re raie de Lyman (transition 1­ 2)
NETL non-e´quilibre thermodynamique local
NECM non-e´quilibre cine´tique maxwellien (e´lectrons non thermalise´s)
RCF redistribution comple`te en fre´quence
sed section efficace diffe´rentielle
sei section efficace inte´gre´e (inte´gration de la section efficace diffe´ren-
tielle)
Les notations le plus souvent adopte´es pour de´signer les diverses grandeurs sont rassemble´es
dans le tableau ci-dessous, ou` la dernie`re colonne renvoie a` la section (sans parenthe`ses) ou la
formule (entre parenthe`ses) dans laquelle chaque grandeur est de´finie :
(g, h) produit scalaire des fonctions g et h sur l’espace de Hilbert des
fdv
(B.14)
a0 rayon de Bohr a0 = ~/αmec ∼ 0.52917× 10−10m
a1 coefficient utilise´ a` la section 5.4 (5.61)
a2 coefficient utilise´ a` la section 5.4 (5.62)
a3 coefficient utilise´ a` la section 5.4 (5.63)
a4 coefficient utilise´ a` la section 5.4 (5.64)
a+, a− coefficients utilise´ dans la sei de collisions e´lastiques e − H
(approximation de Born, calcul quantique)
(A.79)
ai(t) coefficients du de´veloppement de h(v, t) sur une base de fonc-
tions propres de l’ope´rateur L de Boltzmann
(B.8)
ae(z) acce´le´ration radiative applique´e a` un e´lectron par diffusion
Thomson
(3.136)
ae(z) acce´le´ration totale applique´e aux e´lectrons dans l’ECE, lie´e a`
l’acce´le´ration duˆe a` la gravite´ agrav ou a` l’acce´le´ration radiative
arad
6.3.4
A coefficient utilise´ dans la sei de collisions e´lastiques e−H (ap-
proximation de Born)
(A.78)
A(z, v, ν) fonction utilise´e dans le terme d’absorption Kff de l’ECE 5.2.3
A1 fonction utilise´e dans le terme de source de transitions radia-
tives ff de l’ECE
(3.109)
A2 fonction utilise´e dans le terme de source de transitions radia-
tives ff de l’ECE
(3.110)
An majoration de l’erreur En(t) (B.56)
Ai(t) coefficients du de´veloppement de l’ope´rateur approche´ L
(N) (B.19)
Aji coefficient d’Einstein pour l’e´mission spontane´e d’un photon
de fre´quence νij par un atome d’hydroge`ne
(A.6)
α Constante de structure fine α = q2e/4pi²0~c ∼ 1/137.039
α degre´ d’ionisation α = n+/n0 (C.15)
α∗ degre´ d’ionisation a` l’ETL pour une densite´ n0 donne´e (C.16)
αd polarisibilite´ dipolaire de l’atome d’hydroge`ne (A.77)
αm angle de de´viation utilise´ lors de collisions e´lastiques entre par-
ticules charge´es
(C.17)
αT coefficient lie´ au courant e´lectronique 3.6.2
αn() moment d’ordre n de la fonction auxiliaire du transfert X C.3.4
αij coefficient utilise´ a` la section 5.4 (5.60)
B champ magne´tique 3.6.2
B coefficient utilise´ dans la sei de collisions e´lastiques e−H (ap-
proximation de Born)
(A.78)
B(z, v, ν) fonction utilise´e dans le terme d’e´mission Eff de l’ECE 5.2.3
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B(T ) distribution de Planck inte´gre´e sur la fre´quence (5.25)
Bν(T ) fonction de Planck a` la tempe´rature T (2.18)
BWν (T ) fonction de Wien a` la tempe´rature T (2.51)
B1 fonction utilise´e dans le terme de source de transitions radia-
tives ff de l’ECE
(3.111)
B2 fonction utilise´e dans le terme de source de transitions radia-
tives ff de l’ECE
(3.112)
Bp constantes utilise´es dans le moment maxwellien Mp (B.60)
Bij coefficient d’Einstein pour l’absorption d’un photon de fre´-
quence νij par un atome d’hydroge`ne
(A.5)
bij(z) coefficient habituel pour qualifier l’e´cart des populations ato-
miques a` l’ETL
(C.2)
bi(z) coefficient habituel pour qualifier l’e´cart des populations ato-
miques a` l’ETL
(C.6)
b0, b1, b2 coefficients utilise´s dans le mode`le de sei qHe (A.76)
b∗i (z) coefficient pour qualifier l’e´cart des populations atomiques a`
l’ETL
(C.13)
β constante utilise´e uniquement a` la section 3.2.2.1.3 3.2.2.1.3
βn() moment d’ordre n de la fonction auxiliaire du transfert Y C.3.4
βij coefficient utilise´ a` la section 5.4 (5.60)
c ce´le´rite´ de la lumie`re dans le vide c = 2.99792× 108ms−1




′) distribution quantifiant les collisions ine´lastiques i→ j (excita-
tion collisionnelle i < j, de´sexcitation collisionnelle i > j, ioni-
sation collisionnelle j = +, recombinaison collisionnelle i = +)
(3.52)
Cij(z) taux de transition i→ j duˆ a` un processus collisionnel 4.3
χ coefficient d’extinction de l’ET (opacite´) (2.6)
χ degre´ d’ionisation χ = n+/(n0 − n+) (C.9)
χ∗ degre´ d’ionisation a` l’ETL χ∗ = n∗e/(n0 − n∗e) (C.14)
χc coefficient d’extinction de l’ET (opacite´) pour le continuum (5.73)
χe coefficient d’extinction de l’ECE (3.145)
χa coefficient d’extinction de l’e´quation cine´tique des particules
de l’espe`ce a
ch. 4
χˆij coefficient d’extinction de l’ET pour la raie i↔ j (5.71)
χ¯R(Z) opacite´ de Rosseland (5.24)





∆νij(z) Largeur Doppler en fre´quence, de´pendant de la tempe´rature (A.11)
∆E variation d’e´nergie utilise´e dans l’e´tude du mode`le BGK B.4.2.2
〈∆Ψi〉M moment de l’ope´rateur approche´ L(N) (B.20)
δ(x) distribution de Dirac 3.2.1
δij symbole de Kronecker B.2.1
δˆ(τ, u) distribution utilise´e par l’ET (5.27)
e charge e´lectrique de l’e´lectron e ∼ 1.602× 10−19 C
e densite´ d’e´nergie cine´tique totale du gaz (1.5)
E coefficient d’e´mission spontane´e de l’ET (e´missivite´), se´pare´ en
processus Ebb, Ebf et Eff
ch. 2
E champ e´lectrique 3.6.2
Ee coefficient d’e´mission d’e´lectrons dans l’ECE par photoionisa-
tion
(3.85)
Ea coefficient d’e´mission de l’e´quation cine´tique des particules de
l’espe`ce a
ch. 4
Ea e´nergie cine´tique moyenne d’une particule de l’espe`ce a (1.4)
ER e´nergie de Rydberg, ionisation de l’e´tat fondamental de l’atome
d’hydroge`ne ER = α
2mec
2/2 ∼ 13.6 eV
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Ei Energie de liaison de l’atome d’hydroge`ne a` l’e´tat d’e´nergie i :
Ei = −ER/i2
A.1
Em e´nergie lie´e aux collisions e´lastiques e−H 3.2.2.2
Eij diffe´rence d’e´nergie (positive) entre les e´tats i < j d’un atome :
Eij = Ej − Ei. Pour l’atome d’hydroge`ne, Ei+ = Ei
2.3
Eˆji coefficient d’e´mission de l’ET, pour la raie i↔ j (5.70)
Ec coefficient d’e´mission de l’ET pour le continuum (5.67)
En(t) erreur relative de´crivant la conservation des invariants colli-
sionnels d’ordre n = 0, 1, 2 d’un mode`le BGK a` fre´quence de
collision variable avec la vitesse
(B.52)
Ek(τ) fonction exponentielle-inte´grale d’ordre k (5.35)
E˜n(t) Meˆme quantite´ que En(t), de´crivant la conservation instanta-
ne´e des invariants collisionnels.
(B.54)
E′v e´nergie utilise´e dans le processus d’ionisation collisionnelle A.7.2
erf(x) fonction d’erreur usuelle (3.21)
ε pre´cision utilise´e dans l’e´tude du mode`le BGK B.3.2






²0 permittivite´ du vide, utilise´e sous la forme 1/4pi²0 ≈ 10−7 c2
² probabilite´ de destruction des photons utilise´e dans l’ET (2.13)
²ji coefficient utilise´ avec l’ET (5.77)
²∗ij coefficient utilise´ avec l’ET (5.83)
²′ij coefficient utilise´ avec l’ET (5.84)
²˜ij coefficient utilise´ avec l’ET (5.92)
²p(τ) coefficient utilise´ dans les fonction auxiliaires du transfert (an-
nexe C.3)
(C.35)
η±0 (k) de´phasage de l’onde partielle (s) pour les collisions e´lastiques
e−H
A.5.4
ηX(), ηY () fonctions auxiliaires du transfert C.3.6




fa(r, v, t) composante isotrope de la fdv fa(r,v, t) de l’espe`ce a ch. 1
f¯a(r,v, t) composante anisotrope de la fdv fa(r,v, t) de l’espe`ce a ch. 1
f0(r,v, t) fdv d’e´quilibre ge´ne´rale du mode`le BGK ch. B
f0ij(v) fdv d’e´quilibre du mode`le BGK de´crivant les collisions e´las-
tiques i+ j ­ i+ j dans l’e´quation cine´tique de l’espe`ce i
(B.31)
fMa [u, T ](r,v) forme de Maxwell-Botzmann ge´ne´ralise´e (anisotrope) pour la
fdv de l’espe`ce a, de vitesse moyenne u et de tempe´rature T
(1.7)
fMa [T ](z, v) forme de Maxwell-Botzmann isotrope pour la fdv de l’espe`ce
a, de tempe´rature T
(1.8)
fij force d’oscillateur pour la transition radiative bb i→ j (A.5)
f¯1 coefficient utilise´ dans la diffusion Rayleigh (A.52)
fint fre´quence d’interaction dans un plasma (C.28)
fpe fre´quence de plasma pour les e´lectrons (C.27)
fp+ fre´quence de plasma pour les protons C.2
Fr flux vectoriel radiatif du rayonnement (diffe´rentiel ou inte´gre´) (2.21, 3.135)
Fr flux scalaire radiatif du rayonnement (2.22)
Fa force applique´e aux particules de l’espe`ce a : Fa = maga (4.3)
Fa(r,v, t) fonction de distribution simple de l’espe`ce a (unite´s L
−6T3) ch. 1
Fe,elec force applique´e aux e´lectrons par le champ e´lectrique, directe-
ment lie´ a` ge
3.6.2
Fe,grav force applique´e aux e´lectrons par le champ de gravitation, di-
rectement lie´ a` ge
3.6.2
g, g champ de gravitation subi par les particules ch. 4, (5.10)
g, g, gˆ vitesse relative 3.2.2.1.1
g densite´ de quantite´ de mouvement totale du gaz (1.5)
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g(v, t) e´cart relatif de la fdv a` la fdv d’e´quilibre utilise´ dans l’e´tude
du mode`le BGK
(B.77)
g() fonction auxiliaire du transfert (C.49)
ga(r,v, t) acce´le´ration subie par les particules de l’espe`ce a (champ de
force exte´rieur et champ auto-consistant) dans les e´quations
cine´tiqes, de´compose´e selon le champ e´lectrique ga,elec, ma-
gne´tique ga,magn, et de gravite´ ga,grav
3.1
gke, gke vitesse relative entre une particule d’espe`ce k avec un e´lectrons
lors d’une collision e´lastique, de norme gke
3.2.1
g1(u) fonction utilise´e a` la section 3.2.2.1.3 (3.30)
g2(u) fonction utilise´e a` la section 3.2.2.1.3 (3.31)
gi poids statistique (degre´ de de´ge´nerescence) des e´tats lie´s de
l’atome (hydroge`ne), du proton ou de l’e´lectron libre : gi = 2i
2,
g+ = 1, ge = 2 (spin)
A.1
gi(v, t) e´cart relatif de la fdv fi a` la maxwellienne (B.39)
gbf facteur de Gaunt pour la transition radiative bf A.2.1
gff facteur de Gaunt pour la transition radiative ff A.3.1
Gei coefficient utilise´ dans le terme de source FPL (3.15)
G constante de gravitation G ∼ 6.67× 10−11 en unite´s SI
G() fonction de Green de l’ET (5.29)
G
(n)
1 () moment simple d’ordre n par rapport a` la deuxie`me variable
µ′ de la fonction de Green
(5.28)
G(n,p)() moment double d’ordre n par rapport a` la deuxie`me variable
et d’ordre p par rapport a` la quatrie`me variable de la fonction
de Green G() (voir section C.3.1)
(5.32)
Γei coefficient utilise´ dans le terme de source FPL (3.16)
Γi coefficient utilise´ pour les transitions radiatives bf-fb (C.4)
γij constante d’amortissement lie´e a` la diffusion Rayleigh (A.44)
γ fre´quence caracte´ristique de l’ope´rateur approche´ L(N) (B.19)
γn() fonction auxiliaire du transfert C.3.6
γei coefficient utilise´ a` la section 3.2.2.1.3 (3.27)
γ′ei coefficient utilise´ a` la section 3.2.2.1.3 (3.32)
h constante de Planck h ∼ 6.625× 10−34 J s
h(v) distribution montrant la de´viation de la fdv a` une maxwel-
lienne, dans un traitement line´arise´
B.2.1
he(z, v) rapport de la fdv des e´lectrons a` sa maxwellienne he = fe/f
M
e 5.3.1
~ constante de´rive´e de la constante de Planck ~ = h/2pi
H(z) e´chelle de hauteur de l’atmosphe`re 3.6
I(r, nˆ, ν, t) intensite´ spe´cifique du rayonnement ch. 2
Ip(τ) moment d’ordre p par rapport a` µ de l’intensite´ spe´cifique du
rayonnement I(τ, µ)
(5.30)
Ii(ν) fonction utilise´e pour de´crire la diffusion Rayleigh (A.43)
I tenseur diagonal unitaire (3.15)
I+ intensite´ de rayonnement entrant par la face interne de l’atmo-
sphe`re (approximation de la diffusion)
(2.17)
J intensite´ moyenne du rayonnement (2.20)
J¯ij(z) intensite´ moyenne absorbe´e dans la raie i↔ j (4.28)
je densite´ de courant e´lectrique des e´lectrons (3.150)
k constante de Boltzmann k ∼ 1.3805× 10−23 JK−1 ch. 1
k() inverse de la profondeur de thermalisation, utilise´ au chapitre
6
(C.45)
k norme vecteur d’onde de l’e´lectron utilise´ par les collisions e´las-
tiques e−H : k = mev/~
A.5.4
k vecteur normal a` l’atmosphe`re plan-paralle`le (selon la coordon-
ne´e z) dirige´ vers l’exte´rieur de l’e´toile
3.4.3




K(v,w) noyau de l’ope´rateur L de Boltzmann (B.7)
Ke coefficient d’absorption d’e´lectrons dans l’ECE par recombi-
naison radiative
(3.86)
K1(ν) coefficient utilise´ dans la diffusion Rayleigh (A.52)
Ka coefficient d’absorption de l’e´quation cine´tique des particules
de l’espe`ce a
ch. 4
Kˆij coefficient d’absorption de l’ET, pour la raie i↔ j (5.70)
Kc coefficient d’absorption de l’ET pour le continuum (5.66)
Kε constante utilise´e dans l’e´tude du mode`le BGK (B.91)
κ coefficient d’absorption de l’ET, corrige´ de l’e´mission induite (2.4)
κc coefficient d’absorption de l’ET, corrige´ de l’e´mission induite,
pour le continuum
(5.72)
L[h](v) ope´rateur line´arise´ de Boltzmann pour les collisions e´lastiques
entre particules identiques
(B.6)
LN [h](v) premie`re approximation d’ordre N de l’ope´rateur L (B.15)
L(N)[h](v) deuxie`me approximation d’ordre N de l’ope´rateur L (B.19)
λD longueur de Debye (A.69)
λDe longueur de Debye ne tenant compte que des e´lectrons comme
effet d’e´cran
(C.26)
λD+ longueur de Debye tenant compte des e´lectrons et des protons
comme effet d’e´cran
C.2
λe libre parcours moyen des e´lectrons du fait des collisions e´las-
tiques
3.6
λe longueur d’onde thermique de de Broglie pour les e´lectrons
libres
(C.8)
λi valeurs propres de l’ope´rateur L de Boltzmann (B.9)
λji(z) coefficient utilise´ dans les ES et ET (4.29)
λnl valeurs propres de l’ope´rateur L de Boltzmann pour les colli-
sions maxwelliennes
(B.13)
λR longueur d’onde de Rutherford λR = c/νR ∼ 91.1 nm ch. 6
lnΛ logarithme coulombien (A.75)
ma masse de l’espe`ce a ch. 1
me masse de l’e´lectron me ∼ 9.109× 10−31 kg ch. 1
mp masse du proton mp ∼ 1.673× 10−27 kg, mp/me ∼ 1836 ch. 1
m+ masse de l’hydroge`ne ionise´ m+ ≈ mp 3.2.2
mH masse de l’atome d’hydroge`ne mH ≈ m+ +me ≈ mp ch. 5
M masse 3.6.2
M¯ masse du soleil M¯ ∼ 2× 1030 kg 3.6.2
Mp(u, T ) moment maxwellien d’ordre p (B.59)
µ coordonne´e angulaire polaire de l’ET µ = cos θ 2.1.2
µi masse re´duite du syste`me d’un e´lectrons avec une particule de
type i : µi = memi/(me +mi)
3.2.2
µe masse re´duite de l’e´lectron µe = me/2 3.2.2
µ+ masse re´duite du proton µ+ = mem+/(me +m+) ≈ me 3.2.2
nˆ vecteur direction des photons, dnˆ est l’e´le´ment d’angle solide
autour de nˆ
ch. 1
na(r, t) densite´ nume´rique de l’espe`ce a et locale au point (r, t), ou`
a = {i, j, k,+, e}
ch.1
nSi densite´ nume´rique de Saha de l’espe`ce i (atomes excite´s) (C.7)
n∗e densite´ nume´rique des e´lectrons (et protons) a` l’ETL (C.11)
n∗i densite´ nume´rique de l’espe`ce i a` l’ETL (C.12)
n0(r, t) densite´ nume´rique de particules lourdes : n0 = n− ne (1.6)
nH(r, t) densite´ nume´rique d’atomes d’hydroge`ne : nH =
∑
i ni (5.3)
n(r, t) densite´ nume´rique totale de l’atmosphe`re (1.5)
Np(y) fonction associe´e a` la fonction Mp(u, t) (B.61)
N nombre total de types neutres d’atomes de l’atmosphe`re ch. 5
ND nombre de charges dans la sphe`re de Debye (C.32)
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ν fre´quence des photons ch. 2
ν(v) fre´quence de collision e´lastique e−H 3.2.2.2
ν1(v) fre´quence de collision e´lastique e−H 3.2.2.2
ν∗(v) fre´quence de collision e´lastique e−H 3.2.2.2
νe(v) fre´quence de collisions e´lastiques des e´lectrons du mode`le BGK
dans l’ECE
(3.45)
νi(v) fre´quence de collision du mode`le BGK pour l’espe`ce i B.3
νl(v) fre´quence de relaxation des anisotropies d’ordre l de la fdv des
e´lectrons par collisions e´lastiques avec les atomes neutres
(B.88)
νR fre´quence de Rydberg νR = ER/h = αc/4pi a0 ∼ 3.2898 ×
1015 s−1
νN fre´quence caracte´ristique de l’approximation LN (B.15)
νp fre´quence de plasma (A.34)
νε(v) fre´quence de collision lie´e au temps tε(v) dans l’e´tude du mo-
de`le BGK
(B.91)
ν¯ coefficient utilise´ dans la diffusion Rayleigh (A.52)
νij fre´quence centrale de la raie associe´e a` la transition i­ j pour
i < j
(A.3)
νij fre´quence de collision constante du mode`le BGK (B.30)
νi+ fre´quence d’ionisation de l’e´tat d’e´nergie i de l’atome d’hydro-
ge`ne : νi+ = νR/i
2
A.2.1
νek(v) fre´quence de collisions e´lastiques des e´lectrons avec les parti-




ei (v) choix des expressions utilise´es pour mode´liser la fre´quence de
collision νei(v)
B.4
νRei(v) fre´quence de collision utilisant la fonction R(x) (B.101)
νSei(v) fre´quence de collision utilisant la fonction S(x) (B.103)
νTei(v) fre´quence de collision utilisant la fonction T (x) (B.105)
νISOij (v) fre´quence d’isotropisation du mode`le BGK (B.36)
νMAXij (v) fre´quence de maxwellisation du mode`le BGK (B.36)
Ω domaine de vitesses utilise´ dans l’e´tude du mode`le BGK : Ω =
[0, v∞]
B.3.2
ϕ angle d’azimuth en coordonne´es cylindriques ch. 1
ϕ(r) potentiel lie´ aux collisions e´lastiques (C.17)
ϕi(v) invariants collisionnels B.2.1
ϕij(z,v, nˆ, ν) profil d’absorption atomique A.1
ϕij(ν) profil de Lorentz lie´ a` la diffusion Rayleigh (A.49)
Φ(x) fonction lie´e aux fre´quences de collisions e´lastiques (3.48)
Φij profil d’absorption atomique moyenne´ sur la fdv fi (A.8)
ΦMij (z, ν) profil d’absorption atomique moyenne´ de Milne (A.10)
Φn() moment d’ordre n de la fonction auxiliaire du transfert Φ (fonc-
tion re´solvante)
C.3.5
Φ∞,n() fonction auxiliaire du transfert C.3.6
ψji(z,v, nˆ, ν) profil d’e´mission atomique A.1
Ψji(z, nˆ, ν) profil d’e´mission atomique moyenne´ sur la fdv fj (A.9)
ΨMji(z, ν) profil d’e´mission atomique moyenne´ de Milne (A.10)
Ψi(v) base de fonctions propres de l’ope´rateur L de Boltzmann (B.8)
Ψnlm(v) base de fonctions propres de l’ope´rateur L de Boltzmann pour
des collisions maxwelliennes
(B.12)
p(x) fonction utilise´e dans l’e´tude du mode`le BGK : p(x) =
y(x)/x = v¯/v¯0
B.3.1
pei(v) parame`tre d’impact correspondant a` une de´viation de pi/2 lors
de la collision d’e´lectrons avec une particule charge´e e´lectrique-
ment de type i = {e,+} selon la section efficace de Rutherford
(C.19)
pa quantite´ de mouvement moyenne de l’espe`ce a : pa = maua ch. 1
$ albedo de l’atmosphe`re, utilise´ dans l’ET (2.14)
$∗ij coefficient utilise´ avec l’ET (5.83)
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$ij coefficient utilise´ avec l’ET (5.92)
P (z) pression totale de l’atmosphe`re stellaire (5.5)
Pc(z) pression cine´tique de l’atmosphe`re stellaire (5.6)
Pr(z, ν) pression scalaire de radiation (2.23)
Pr(z) pression scalaire (inte´gre´e sur les fre´quences) de radiation (5.7)
Pij taux de transition moyen i→ j, utilise´s et de´finis dans l’ES (4.14)
Pi polarisabilite´ dipolaire de l’atome d’hydroge`ne dans l’e´tat d’ex-
citation i
(A.46)
Pl(µ) polynoˆme de Legendre d’ordre l en la variable angulaire µ =
cos θ
B.4.1
Pij fonction utilise´e avec l’ET (5.86)
qikm,jln notation ge´ne´rale pour les sections efficaces de processus colli-
sionnels
ch. 1
qk charge e´lectrique d’une particule k (A.39)
Q coefficient utilise´s dans le mode`le de sei qHe (A.80)
Q12(ν) coefficient utilise´ dans la diffusion Rayleigh (A.55)
Qi+ coefficient utilise´ dans le mode`le de sei d’ionisation collision-
nelle
(A.103)
r vecteur position, de´compose´ en coordonne´es cylindriques r =
(r, θ, z)
ch. 2
re rayon classique de l’e´lectron re = α
2a0 ∼ 2.818× 10−15m
rm rayon d’approche minimale lors de collisions e´lastiques entre
particules charge´es
C.2
rL rayon de Landau (C.25)
rij coefficient utilise´ avec l’ET (5.75)
R rayon 3.6.2
R(x) fonction lie´e a` la relaxation dans un plasma (3.20)
R() fonction auxiliaire du transfert C.3.5
Ri+(z,v) taux d’e´mission des e´lectrons par ionisation radiative (3.87)
R+i(z,v) taux d’absorption des e´lectrons par recombinaison radiative (3.88)
Rij(z) taux de transition i→ j duˆ a` un processus radiatif 4.3
R∗ij redistribution des photons en fre´quence dans l’ET (5.88)
R¯ rayon du soleil R¯ ∼ 7× 108m 3.6.2
Rn() moment d’ordre n de la fonction auxiliaire du transfert R
(noyau re´solvant)
C.3.7
Rnl(v) base de polynoˆmes de Laguerre-Sonine (B.12)
ρa(z) densite´ de masse de l’espe`ce a : ρa = mana (1.4)
ρ(z) masse volumique totale de l’atmosphe`re (densite´ de masse) (1.5)
ρ¯ densite´ solaire a` la frontie`re interne de l’atmosphe`re ρ¯ ∼
2.73× 10−4 kgm−3
3.6.2
sg(x) fonction signe sg(x) = x/|x| 5.2.2
σ coefficient diffe´rentiel (ou inte´gre´) de diffusion de l’ET ch. 2
σ constante de Stefan σ ∼ 5.67× 10−8 en unite´s SI
σikm,jln notation ge´ne´rale pour les sections efficaces de processus ra-
diatifs
ch. 1
σ1 section efficace inte´gre´e de diffusion Rayleigh sur le niveau fon-
damental de l’atome d’hydroge`ne
(A.54)
σE coefficient lie´ au courant e´lectronique 3.6.2
σa coefficient (diffe´rentiel ou inte´gre´) de diffusion de l’e´quation
cine´tique des particules de l’espe`ce a
ch. 4
σel taux (diffe´rentiel ou inte´gre´) de collision e´lastiques de l’ECE,
de´tails de Σel
(3.4)
σinel taux (diffe´rentiel ou inte´gre´) de collision ine´lastiques de l’ECE,
de´tails de Σinel
(3.49)
σff () taux (diffe´rentiel ou inte´gre´) de transitions radiatives ff de
l’ECE, de´tails de Σff
(3.96)




σT() taux (diffe´rentiel ou inte´gre´) de diffusion Thomson de l’ECE,
de´tails de ΣT
(3.126)
σT coefficient utilise´ par la section efficace de diffusion Thomson (A.40)
σsca taux (diffe´rentiel ou inte´gre´) de diffusion des e´lectrons dans
l’ECE
(3.142)
S fonction source du champ radiatif utilise´e dans l’ET (2.12)
S(x) fonction lie´e a` la relaxation dans un plasma (B.104)
S(v) terme de source de l’ope´rateur L de Boltzmann (B.7)
S∗ fonction source du rayonnement issu directement des sources
internes de l’atmosphe`re
(5.81)
Sc fonction source du champ radiatif de l’ET dans le continu (5.74)
S∗ij composante thermique de la fonction source du champ radiatif
de l’ET
(5.82)
Σa terme de source de collisions de l’e´quation cine´tique de l’espe`ce
a, note´ habituellement (δfa/δt)a
4.1
Σ+(v) terme de source de l’ECE de´crivant la cre´ation d’e´lectrons a` la
vitesse v par des processus ine´lastiques ou radiatifs
(3.157)
Σ−(v) terme de source de l’ECE de´crivant la destruction d’e´lectrons
a` la vitesse v par des processus ine´lastiques ou radiatifs
(3.158)
ΣBGKa terme de source de collisions de l’e´quation cine´tique de l’espe`ce
a (mode`le BGK)
ch. B
Σe terme de source de collisions de l’e´quation cine´tique des e´lec-
trons, se´pare´ en processus (e´lastiques, ine´lastiques, radiatifs,
interactions de´taille´es) : Σel, Σinel, Σrad, Σexcit, Σdesexc,









el,H , Σel,k, etc.
ch. 3
Σij terme de source de l’e´quation cine´tique de l’espe`ce i de´crivant
les collisions e´lastiques i+ j ­ i+ j
ch. B
ΣBGKei terme de source Σei e´quivalent par le mode`le BGK (B.49)
tm temps caracte´ristique utilise´ dans l’e´tude du mode`le BGK
(temps de fre´quence de collision maximale)
B.3.1
tr temps de re´fe´rence utilise´ dans l’e´tude du mode`le BGK B.3.1
tp temps de plasma (C.30)
td temps die´lectrique de plasma (C.31)
tei(v) temps d’interaction e´lastique entre e´lectrons et particules char-
ge´es du type i : tei = 1/νei
(6.4)
tε(v) temps d’approche de la fdv a` la fdv d’e´quilibre a` la pre´cision
relative ε
(B.91)
tint temps d’interaction dans un plasma C.2
T tempe´rature moyenne du gaz (1.5)
T (x) fonction lie´e a` la relaxation dans un plasma B.4.2.2
T () fonction auxiliaire du transfert C.3.5
Teff tempe´rature effective de l’e´toile 3.6.2
Ta tempe´rature de l’espe`ce a (e´nergie cine´tique d’agitation) (1.4)
T0 parame`tre lie´ au mode`le de la fdv tronque´e pour le mode`le
BGK (tempe´rature)
(B.58)
Tij tempe´rature de la fdv d’e´quilibre f
0
ij du mode`le BGK (B.31)
TR tempe´rature de Rydberg, TR = ER/k ∼ 1.58× 105K (A.69)
θ angle polaire en coordonne´es cylindriques ch. 1
θc angle de coupure dans les inte´grales de Boltzmann pour de´crire
les interactions entre particules charge´es
(C.22)
θm angle de coupure (angle minimum) dans les inte´grales de Boltz-
mann pour de´crire les interactions entre particules charge´es
A.5.3
θM angle de coupure (angle maximum) dans les inte´grales de Boltz-
mann pour de´crire les interactions entre particules charge´es
C.2
Θi+(T ) facteur de Saha-Boltzmann de tempe´rature T (C.5)
θij coefficient indicateur usuel lie´ a` l’ETL, ge´ne´ralisant θi+ (C.3)
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τ profondeur optique de l’atmosphe`re stellaire (5.16)
τ temps normalise´ utilise´ dans l’e´tude du mode`le BGK : τ = t/tr B.3.1
τc temps de relaxation de Spitzer (B.92)
τC profondeur optique pour le continuum de Balmer ν =
0.875νR ∼ 104.1 nm
6.2.4
τL profondeur optique pour la raie Lα de l’hydroge`ne ν =
0.75νR ∼ 121.5 nm
6.2.4
τ0 e´paisseur optique de l’atmosphe`re (5.17)
τ0C e´paisseur optique pour le continuum de Balmer ν = 0.875νR ∼
104.1 nm
6.2.4
τ0L e´paisseur optique pour la raie Lα de l’hydroge`ne ν = 0.75νR ∼
121.5 nm
6.2.4
τee temps d’interaction e´lastique entre e´lectrons les plus nom-
breux : τee = 1/νee(v¯e)
(6.4)
u vitesse massique moyenne du gaz (1.5)
u, u vitesse utilise´e a` la section 3.2.2.1.3 3.2.2.1.3
u parame`tre lie´ au mode`le de la fdv tronque´e pour le mode`le
BGK (vitesse de coupure)
(B.58)
u0 coefficient utilise´ a` la section 3.2.2.1.3 (3.29)
ua vitesse moyenne de l’espe`ce a (1.4)
uij vitesse moyenne de la fdv d’e´quilibre f
0
ij du mode`le BGK (B.31)
v, v vecteur vitesse en coordonne´es spe´riques v = (v, θ, ϕ), de
norme v = |v|
ch. 1
vi vitesse de croisement utilise´e dans l’e´tude du mode`le BGK B.3.1
vR vitesse de Rutherford vR = ζ1+ =
√
2ER/me = αc ch. 6
vs vitesse utilise´e dans le processus d’ionisation collisionnelle (A.98)
vmin vitesse minimale de la grille de discre´tisation en vitesses de la
fdv des e´lectrons pour le traitement nume´rique vmin = 10v¯+
6.2
vmax vitesse maximale de la grille de discre´tisation en vitesses de la
fdv des e´lectrons pour le traitement nume´rique vmax = 2vR
6.2
v∞ vitesse maximale utilise´e dans les calculs des moments de la
fdv (inte´grale sur la vitesse tronque´e)
B.3.2
v¯a vitesse la plus probable des particules de l’espe`ce a ayant une
distribution isotrope maxwellienne a` la tempe´rature Ta : v¯a =√
2kTa/ma
ch. 1
v¯0 vitesse associe´e a` la pseudo-tempe´rature T0 : v¯0 =
√
2kT0/m B.3.1
V (r) potentiel lie´ aux collisions e´lastiques e−H (A.77)
Wi(v,v
′) distribution utilise´e a` la section 3.2.2.1.3, ainsi que les quantite´s




ξ(ν) degre´ d’anisotropie du rayonnement pe´ne´trant par la frontie`re
interne (approximation de la diffusion)
(5.22)
ξ() fonction auxiliaire du transfert C.3.6
ξi+(v) fre´quence d’un photon pouvant e´jecter un e´lectron de vitesse
v lors d’une ionisation radiative
(A.16)
ξff (v, w) fre´quence d’un photon absorbe´ lors d’une transition radiative
ff qui augmente la vitesse de l’e´lectron de v a` w
(A.30)
ξX() fonction auxiliaire du transfert C.3.5
ξY () fonction auxiliaire du transfert C.3.5
X abondance relative (en masse) d’hydroge`ne dans l’atmosphe`re
stellaire
6.1
X() fonction auxiliaire du transfert C.3
x parame`tre utilise´ dans l’e´tude du mode`le BGK : x = u/v¯ B.3.1
xc valeur minimum du parame`tre x ≥ xc dans l’e´tude du mode`le
BGK
B.3.1
xi parame`tre utilise´ dans l’e´tude du mode`le BGK : yi(xi) = 0 B.3.1
x˜n() moment d’ordre n de la valeur superficielle de la fonction Φn C.3.4
y vitesse re´duite utilise´e dans l’e´tude du mode`le BGK : y = v/v¯ B.3.1
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y(x) fonction utilise´e dans l’e´tude du mode`le BGK : y(x) = u/v¯0 B.3.1
yi(x) fonction utilise´e dans l’e´tude du mode`le BGK : yi(x) = vi/v¯ B.3.1
y˜n() moment d’ordre n de la valeur superficielle de la fonction Φn C.3.4
Y (x) fonction de Heaviside (2.33)
Y () fonction auxiliaire du transfert C.3
Y ml (θ, ϕ) base des harmoniques sphe´riques (B.12)
Z e´paisseur ge´ome´trique de l’atmosphe`re plan-paralle`le. ch. 1
Z charge effective des ions pour les transitions free-free A.3.1
z coordonne´e spatiale de l’atmosphe`re plan-paralle`le, nulle a` la
surface de l’e´toile, s’accroissant en pe´ne´trant dans l’e´toile 0 ≤
z ≤ Z
ch. 1
z∞ vitesse normalise´e utilise´e dans l’e´tude du mode`le BGK : z∞ =
v∞/v¯
B.3.2
ζi+(ν) vitesse d’un e´lectron, provenant de l’atome d’hydroge`ne dans
l’e´tat excite´ i, e´jecte´ par un photon de fre´quence ν lors d’une
ionisation radiative
(A.14)
ζi+ vitesse de seuil du processus d’ionisation collisionnelle (A.91)
ζij vitesse de seuil du processus d’excitation collisionnelle (A.84)
ζie,je(v) vitesse d’un e´lectron lors de la collision ine´lastique i+e­ j+e (A.86)
ζie,+ee(v, w) vitesse e´mergente d’un des deux e´lectrons lors d’une ionisation
collisionnelle
(A.94)
ζff (v, ν) vitesse e´mergente d’un e´lectron de vitesse initiale v avant ab-






1.1 Atmosphe`res plan-paralle`les, statiques et stationnaires
Nous conside´rons une atmosphe`re stellaire pre´sentant la syme´trie plan-paralle`le, la coordonne´e
spatiale dans la direction normale au plan de stratification e´tant note´e z. Cette coordonne´e varie
entre 0 (a` la surface de l’e´toile) et Z > 0 (dans les couches profondes). Rappelons que la syme´trie
plan-paralle`le est justifie´e quand on cherche a` comprendre les proprie´te´s moyennes, dans chaque
plan z = cte, d’une atmosphe`re de rayon de courbure bien plus grand que le libre parcours moyen
des photons aux fre´quences ou` l’e´toile rayonne.
On suppose e´galement que l’atmosphe`re est statique et stationnaire en moyenne. La premie`re
hypothe`se est valable pour les e´toiles dont les couches externes sont stables. Elle exclut tout mou-
vement macroscopique de matie`re a` grande e´chelle. La seconde hypothe`se est permise lorsque les
proprie´te´s macroscopiques de l’atmosphe`re e´voluent sur des dure´es moyennes bien supe´rieures aux
temps de relaxation des divers types de collisions, ce que nous supposerons (voir la conclusion,
section 7.1.4).
1.2 Les particules
Nous conside´rons une atmosphe`re d’hydroge`ne pur, afin de simplifier a` l’extreˆme la physique
atomique, le calcul des sections efficaces, etc. Pre´cisons que les de´veloppements des chapitres 2
a` 5 ne sont pas spe´cifiques de ce choix et se ge´ne´ralisent aise´ment a` une composition chimique
quelconque.
Notre atmosphe`re contient donc quatre cate´gories de particules :
– les photons,
– les e´lectrons libres,
– les protons,
– les atomes d’hydroge`ne.
Les photons sont suppose´s non polarise´s. Leur distribution dans l’espace, en direction et en fre´-
quence est spe´cifie´e par l’intensite´ spe´cifique I du champ de rayonnement, qui de´pend des variables
de position z, de la direction nˆ et de la fre´quence ν des photons. Cette fonction est solution de
l’e´quation de transfert e´crite au chapitre 2.
La distribution spatiale des e´lectrons libres est spe´cifie´e par leur nombre moyen ne par unite´
de volume (densite´ nume´rique), qui de´pend de la coordonne´e z. Leur distribution en la vitesse v
est de´crite par leur fdv, que nous noterons fe(v). Nous ne nous inte´ressons qu’a` la composante
isotrope de cette fonction, ce qui revient a` supposer que la fdv e´lectronique ne de´pend que de
la norme v = |v| de la vitesse e´lectronique. Pour cela, nous se´parons la fdv en une composante
isotrope et une composante purement anisotrope f¯e, cette dernie`re e´tant de´finie par son inte´grale
nulle sur l’angle solide unite´ :
fe(z,v) = fe(z, v) + f¯e(z,v) . (1.1)
Supposer la fdv isotrope revient a` poser f¯e = 0. Cette hypothe`se simplifie conside´rablement la
re´solution de l’e´quation de transfert, de l’e´quation cine´tique des e´lectrons et le calcul des popu-
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lations atomiques1. La fdv des e´lectrons est normalise´e a` l’unite´, c’est-a`-dire ve´rifie la condition∫
fe(z,v) dv = 1. Pre´cisons la notation dv : dans un repe`re carte´sien (x, y, z), le vecteur v est
de´crit par ses composantes (vx, vy, vz), et dv = dvxdvydvz. Pour extraire la norme de la vitesse,
nous nous placerons syste´matiquement dans un repe`re sphe´rique ou` le vecteur v est de´crit par ses
composantes (v, θ, ϕ). Alors dv = v2 sin θ dvdθdϕ. En introduisant le vecteur normalise´ vˆ = v/v,
nous de´finissons la variation e´le´mentaire de ce vecteur par l’angle solide dvˆ = sin θ dθdϕ. Puisque
dv = v2 dvdvˆ et
∫
dvˆ = 4pi, on obtient :
∫





2 dv = 1/4pi∫
4pi
f¯e(z,v) dvˆ = 0
. (1.2)
Pour cette fdv fe, nous aurons besoin de de´finir le moment en la vitesse. La de´finition ge´ne´rale
du moment de la fonction g(v) quelconque (pas force´ment scalaire) est :
〈g(v)〉e =
∫
g(v)fe(z,v) dv . (1.3)
Les moments les plus utilise´s sont la densite´ de masse ρe, la vitesse moyenne ue, la quan-
tite´ de mouvement moyenne pe, l’e´nergie cine´tique moyenne Ee et la tempe´rature Te, quantite´s
de´pendantes de z et de´finies par :
ρe = 〈mene〉e = mene , ue = 〈v〉e , pe = meue , Ee = 1
2
me〈(v−ue)2〉e , Te = 2
3k
Ee . (1.4)
ou` me est la masse de l’e´lectron et k est la constante de Boltzmann. Dans ce cas particulier ou`
nous avons se´pare´s la densite´ e´lectronique ne de la fdv fe, la de´finition de la densite´ de masse est
e´vidente, mais la de´finition d’un tel moment prendra tout son sens lorsque nous examinerons les
proprie´te´s de conservation des moments par les collisions e´lastiques dans l’e´quation cine´tique des
e´lectrons (chapitre 3 et annexe B).
Pour les besoins du chapitre 3 et de l’annexe B, nous e´tendons ici les notations (Eq. 1.4) a`
toute espe`ce i du gaz en remplac¸ant e par i dans (Eq. 1.4), et nous de´finissons la densite´ nume´rique
totale n, la densite´ de masse totale ρ, la densite´ de quantite´ de mouvement totale g, la vitesse
massique moyenne du gaz u, la densite´ d’e´nergie cine´tique totale e, et la tempe´rature moyenne du
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∑
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Nous de´finissons de plus la densite´ de particules lourdes n0 :
n0 = n− ne . (1.6)
En the´orie des atmosphe`res stellaires, il est universellement admis que les e´lectrons sont therma-
lise´s, c’est-a`-dire ont une fdv fMe donne´e par la formule de Maxwell-Boltzmann, de vitesse moyenne
ue(z) et de tempe´rature Te(z), de´finis par (1.4), que nous pre´ciserons entre crochets pour de´finir
comple`tement la fdv lorsque ne´cessaire :
fMe (z,v) = f
M























ou` nous avons introduit la vitesse la plus probable des e´lectrons v¯e(z) =
√
2kTe(z)/me. Dans notre
cas de fdv isotrope et de vitesse moyenne nulle (en l’absence de mouvements macroscopiques), la
fdv maxwellienne prend la forme :
fMe (z, v) = f
M












1Nous comptons la lever dans les de´veloppements conse´cutifs a` cette the`se afin d’explorer les me´canismes possibles
d’anisotropisation de la distribution des e´lectrons en pre´sence d’un champ radiatif anisotrope ou de gradients de
tempe´rature e´leve´s (cf. la conclusion, section 7.1.4.4).
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ou` cette maxwellienne est normalise´e de la meˆme fac¸on que la fdv fe :
∫
fMe (z, v) v
2dv = 1/4pi.
Cette hypothe`se est couramment justifie´e par la fre´quence e´leve´e des collisions e´lastiques subies
par ces particules. Comme on l’a dit, notre travail vise essentiellement a` confirmer ou infirmer cette
hypothe`se dans les couches superficielles des e´toiles. Nous laisserons donc de coˆte´ la forme (1.8) et
calculerons la fdv des e´lectrons en re´solvant une e´quation cine´tique e´crite au chapitre 3.
Les particules lourdes sont de´signe´es par le symbole + pour les protons, et par le nombre
quantique principal i = 1, . . . , N pour les atomes d’hydroge`ne a` l’e´tat i 2. On introduit la densite´
nume´rique des protons n+ et leur fdv normalise´e f+, ainsi que leur homologue ni et fi pour les
atomes. On suppose donc qu’un atome est toujours dans un de ses e´tats propres d’e´nergie, et non
dans une superposition d’e´tats, conforme´ment a` l’approche semi-classique que nous adoptons [78].
Les fdv des particules lourdes ve´rifient des e´quations cine´tiques ayant la forme ge´ne´rale des
e´quations de la the´orie cine´tique des gaz. En fait, la dynamique des collisions mettant en jeu ces
particules sera simplifie´e de telle sorte qu’elle puisse eˆtre de´crite statistiquement en terme des seules
populations ni, ces dernie`res e´tant solutions d’e´quations de transport e´crites au chapitre 4.
Nous supposerons que les collisions entre particules mate´rielles jouent un roˆle pre´dominant dans
leur re´partition statistique dans l’espace des phases, ce qui est le cas lorsque les e´quations cine´-
tiques ont des membres de gauche compose´s de termes se´pare´ment ne´gligeables par rapport a` leur
terme de collisions e´lastiques. Une telle hypothe`se convient aux plasmas collisionnels, c’est-a`-dire
stationnaires, faiblement he´te´roge`nes et place´s dans un champ de force exte´rieur peu e´leve´. Nous
justifierons quantitativement plus loin cette hypothe`se a` propos des e´lectrons libres de l’atmosphe`re
solaire (section 3.6).
Toutes ces particules (photons compris) interagissent entre elles au cours de bre`ves collisions
de´crites par des sections efficaces suppose´es connues (cf. section 1.4). Les collisions apparaissent
dans le terme de source de l’e´quation de transfert, de l’e´quation cine´tique des e´lectrons et des
e´quations de transport ve´rifie´es par les populations ni.
1.3 Les collisions envisage´es
Nous prendrons en compte les interactions suivantes entre particules :
– les transitions bound-bound (bb) d’un atome changeant d’e´tat d’excitation,
– les transitions bound-free (bf ) et free-bound (fb) d’un atome gagnant ou perdant un e´lectron,
– les transitions free-free (ff ) d’un e´lectron en pre´sence d’une particule lourde,
– la diffusion des photons sur les e´lectrons libres (diffusion Thomson) ou sur les atomes (diffu-
sion Rayleigh)3,
– les collisions e´lastiques (suppose´es binaires) entre particules mate´rielles.
Les transitions ine´lastiques peuvent eˆtre collisionnelles ou radiatives. Dans le premier cas, on
supposera que le degre´ d’ionisation de l’atmosphe`re est suffisant pour que les collisions ine´lastiques
soient domine´es par les collisions e´lectrons libres-atomes, de sorte que nous puissions ignorer les
collisions entre particules lourdes dans le calcul des taux de collisions ine´lastiques.
On supposera en outre que les e´lectrons libres sont rapides par rapport aux particules lourdes,
cette hypothe`se e´tant justifie´e (en moyenne seulement) lorsque ces deux cate´gories de particules
ont des e´nergies cine´tiques comparables. Ce dernier point provient du fait que nous supposons
que les e´lectrons et les particules lourdes ont la meˆme tempe´rature cine´tique T , de´finie par les
relations (Eqs. 1.4, 1.5). L’existence d’une tempe´rature unique est couramment admise en the´orie
des atmosphe`res stellaires, conjointement a` l’existence d’une fdv maxwellienne des e´lectrons : voir
par exemple Mihalas [69, p. 123]. Nous conserverons cette hypothe`se pour explorer les e´carts de
la fdv a` la maxwellienne dans le seul but de simplifier la formulation de notre proble`me et sa
re´solution.
L’hypothe`se des e´lectrons rapides est e´galement faite dans un but simplificateur, car elle est
certainement irre´aliste. Elle interdit la de´termination de la fdv e´lectronique aux faibles vitesses,
infe´rieures typiquement a` la vitesse la plus probable des particules lourdes v¯p =
√
2kT/mp , ou` mp
2Dans les applications nume´riques, nous nous limiterons a` 2 niveaux d’e´nergie et un continuum (N = 2). Ce
choix entraˆıne la pre´sence d’une raie de Lyman (Lα) et 2 continus (Lyman, Balmer).
3D’apre`s la formule de Thomson, la section efficace de diffusion des photons sur une charge est inversement
proportionnelle au carre´ de la masse du centre diffuseur. On peut donc ignorer la diffusion des photons sur les
protons dans un milieu contenant autant d’e´lectrons que de protons.
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est la masse d’un proton. Cette vitesse e´tant petite par rapport a` la vitesse la plus probable des
e´lectrons v¯e =
√
2kT/me , qui sert de re´fe´rence pour la fdv, le domaine des vitesses compris entre
0 et v¯p est tre`s restreint par rapport au domaine ou` nous calculons la fdv correctement. De plus,
ce domaine est situe´ pre`s des vitesses nulles, ou` la fdv a peu d’influence sur la plupart des autres
grandeurs rencontre´es dans notre proble`me (coefficients inte´gre´s sur les vitesses, tempe´rature, etc.).
Nous verrons au chapitre 6 quelle approximation de la fdv nous retiendrons pour ces tre`s faibles
vitesses.
La masse e´leve´e des particules lourdes nous permettra e´galement de les supposer stationnaires
dans leurs interactions avec les photons et les e´lectrons libres, les transferts d’impulsion avec ces
deux cate´gories de particules e´tant ne´glige´s. Cette hypothe`se et celle des e´lectrons rapides per-
mettent une description statistique des collisions en terme des seules populations n+ et ni (c’est-
a`-dire sans les fdv).
Les transitions ine´lastiques radiatives sont les transitions bb et bf -fb. Les premie`res sont a`
l’origine du processus de diffusion des photons dans les raies spectrales, que nous supposerons
isotrope et avec redistribution comple`te en fre´quence dans le re´fe´rentiel du laboratoire (RCF) : les
profils moyens d’absorption et d’e´mission co¨ıncident. Pre´cisons que cette hypothe`se suppose que
les profils atomiques co¨ıncident, ainsi que les fdv des atomes a` l’e´tat infe´rieur et supe´rieur, deux
circonstances rarement re´alise´es simultane´ment dans des situations hors-ETL typiques [78, p. 169].
La diffusion vraie des photons sur les e´lectrons libres et les atomes sera suppose´e isotrope et
monochromatique dans le re´fe´rentiel du laboratoire. Rappelons que la diffusion Thomson sur les
e´lectrons libres est un cas limite de la diffusion Compton, obtenu lorsque l’e´nergie hν du photon
est bien plus faible que l’e´nergie de l’e´lectron au repos mec
2, une condition largement re´alise´e
dans une atmosphe`re stellaire. La fonction de phase est dipolaire (c’est-a`-dire en 1 + cos2 θ) et
la diffusion des photons est monochromatique dans le re´fe´rentiel de l’e´lectron, comme la diffusion
Rayleigh des photons sur les atomes d’hydroge`ne. Nous ne´gligeons donc les effets d’anisotropie
de ces deux types de diffusion vraie, parce qu’ils sont ge´ne´ralement faibles dans les atmosphe`res
stellaires [50, p. 33][113, p. 14]. Nous ne´gligeons e´galement l’effet Doppler en passant du re´fe´rentiel
du centre diffuseur au re´fe´rentiel du laboratoire, ce qui est justifie´ en dehors des raies spectrales ou`
l’intensite´ spe´cifique du champ radiatif et les sections efficaces d’interaction rayonnement-matie`re
varient lentement avec la fre´quence. Ajoutons que la diffusion Rayleigh sur les atomes d’hydroge`ne
est calcule´e pour des atomes a` l’e´tat fondamental seulement.
1.4 Donne´es atomiques intrinse`ques
Les donne´es atomiques associe´es aux processus d’interaction de´crits a` la section 1.3 com-
prennent :
– les valeurs centrales Ei des niveaux d’e´nergie atomiques et les poids statistiques correspon-
dants gi,
– les forces d’oscillateur fij associe´es aux transitions bb de l’atome d’hydroge`ne (i < j) et les
sections efficaces d’absorption bf et ff, et d’e´mission fb et ff,
– les sections efficaces de diffusion des photons sur les e´lectrons (diffusion Thomson) et sur les
atomes (diffusion Rayleigh),
– les sections efficaces de collisions entre particules mate´rielles : collisions e´lastiques e´lectrons-
e´lectrons, e´lectrons-protons et e´lectrons-atomes, collisions ine´lastiques e´lectrons-atomes (ex-
citation, ionisation collisionnelle et leur inverse : de´sexcitation collisionnelle, recombinaison
a` trois corps).
Ces donne´es peuvent eˆtre trouve´es sur les divers sites de physique atomique mentionne´s sur le
site web du GRETA (http://www.obs-nice.fr/stee/transfert/transfert.html). Celles que
nous utiliserons pour les applications nume´riques de notre travail sont pre´cise´es dans l’annexe A
de cette the`se.
Le tableau (Tab. 1.1) ci-dessous fixe les notations. La colonne de gauche explicite les distri-
butions de´crivant chaque transition, qui contiennent la contrainte d’e´nergie. Celle qui de´crit les
collisions e´lastiques contient e´galement la contrainte d’impulsion. Le passage de ces distributions
aux sections efficaces correspondantes est explicite´ dans l’annexe A. Les sections efficaces inte´gre´es
(colonne de droite) ne contiennent plus de distribution de Dirac, car dans cette the`se l’inte´gration
porte toujours sur les directions et les vitesses e´mergentes.
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Nous avons utilise´ la lettre σ pour de´signer les sections efficaces relatives aux transitions radia-
tives, et la lettre q pour celles qui de´crivent les processus collisionnels.
Distributions de transition Sections efficaces inte´gre´es
Transitions radiatives
photoexcitation et son inverse (i < j)
profils atomiques ϕij et ψji coefficients d’Einstein Bij et Aji
photoionisation et son inverse
σiν,+e(nˆ, ν;ve) σi+(ν) =
∫
σiν,+e(nˆ, ν;ve) dve
absorption ff et son inverse
σieν,ie(ve, nˆ, ν;v
′










































































Tab. 1.1 – Les sections efficaces des processus radiatifs et collisionnels.
Chapitre 2
L’e´quation de transfert
Le transfert de rayonnement e´tant au cœur de la dynamique des e´lectrons dans une atmosphe`re
stellaire, nous commenc¸ons par e´crire l’e´quation de transfert en utilisant le formalisme cine´tique
de´veloppe´ par Oxenius [78].
2.1 Rappels
2.1.1 Cas ge´ne´ral
L’e´quation de transfert de´crit la propagation de l’e´nergie porte´e par une radiation de direction
nˆ et de fre´quence ν le long d’un rayon. Si I de´signe l’intensite´ spe´cifique de cette radiation, I/c et
Inˆ sont la densite´ (volumique) d’e´nergie et la densite´ de flux d’e´nergie qu’elle transporte. On peut





(r, nˆ, ν, t) +
∂
∂r
.[I(r, nˆ, ν, t)nˆ] = terme de source des photons (nˆ, ν) au point (r, t) , (2.1)
qui traduit localement la conservation de l’e´nergie porte´e par la radiation conside´re´e [78, 92].
Si on suppose que le milieu interparticulaire est vide de toute matie`re, la lumie`re s’y propage
en ligne droite a` la ce´le´rite´ c. On a donc (∂/∂r).(I nˆ) = nˆ.(∂I/∂r) dans le membre de gauche de
(2.1).


















I(r, nˆ, ν, t) (2.2)
et un gain par e´mission et par diffusion
+
{





σ(r, nˆ′, ν′, nˆ, ν, t)
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Ces expressions font apparaˆıtre les coefficients volumiques d’interaction rayonnement-matie`re
qu’introduit la the´orie du transfert, a` savoir :
– le coefficient d’absorption K, qui caracte´rise l’aptitude d’une unite´ de volume de matie`re a`
absorber les photons qui l’atteignent. Il a la dimension d’une section efficace par unite´ de
volume (L−1),
– le coefficient d’e´mission (spontane´e) E, ou e´missivite´. C’est l’e´nergie e´mise par une unite´ de
volume de matie`re par unite´ de temps, d’angle solide et d’intervalle de fre´quence,
– le coefficient diffe´rentiel de diffusion σ, qui permet de calculer l’e´nergie diffuse´e dans chaque
direction et chaque fre´quence par une unite´ de volume de particules irradie´es.
On a introduit le facteur correctif habituel pour tenir compte des e´missions et des diffusions induites
de photons. Le gain de photons par ces deux processus est proportionnel a` l’intensite´ spe´cifique du
rayonnement pre´sent, ce qui permet de le traiter comme une absorption ne´gative. En pratique, seul
le gain par e´mission induite est compte´ ainsi, car les effets de la diffusion induite sont nuls lorsque
31
32 CHAPITRE 2. L’E´QUATION DE TRANSFERT
la diffusion est isotrope et monochromatique dans le re´fe´rentiel du laboratoire, ce que nous avons
suppose´ a` la section 1.3.
Moyennant l’introduction :
– du coefficient d’absorption corrige´ de l’e´mission induite
κ(r, nˆ, ν, t) = K(r, nˆ, ν, t)− c
2
2hν3
E(r, nˆ, ν, t) , (2.4)
que l’on supposera positif (pas d’effet laser),
– du coefficient de diffusion inte´gre´





σ(r, nˆ, ν, nˆ′, ν′, t) dnˆ′dν′ , (2.5)
– du coefficient d’extinction (ou opacite´)
χ(r, nˆ, ν, t) = κ(r, nˆ, ν, t) + σ(r, nˆ, ν, t) , (2.6)





(r, nˆ, ν, t) + nˆ.
∂
∂r






σ(r, nˆ, ν, nˆ′, ν′, t)I(r, nˆ′, ν′, t) dnˆ′dν′ .
Sur le plan mathe´matique, cette e´quation pose un proble`me mixte, au sens ou` l’inconnue I,
qui est une fonction de 7 variables (3 d’espace, 2 de direction, 1 de fre´quence et 1 de temps),
est de´rive´e par rapport aux coordonne´es d’espace-temps et inte´gre´e par rapport aux variables de
direction-fre´quence.
Le premier point ne´cessite que l’on pre´cise les conditions aux limites et les conditions initiales
du proble`me, ce que nous ferons dans le cas particulier qui nous inte´resse.
2.1.2 Cas des atmosphe`res stellaires plan-paralle`les et stationnaires
Dans une atmosphe`re stellaire pre´sentant les syme´tries e´voque´es au chapitre 1, l’ET s’e´crit sous
une forme simplifie´e, que nous allons pre´ciser :
1. Sous l’hypothe`se de syme´trie plan-paralle`le, les coefficients de l’ET ne de´pendent pas des
coordonne´es x et y de´finie dans le plan de stratification mais de la seule coordonne´e z de´finie
dans la direction normale a` ce plan. Si les conditions aux limites sont e´galement homoge`nes
sur chaque plan frontie`re, le champ radiatif, et en particulier son intensite´ spe´cifique I, ne
de´pend que de la profondeur ge´ome´trique z dans l’atmosphe`re. On peut donc remplacer
nˆ.(∂I/∂r) par − cos θ(∂I/∂z) dans le membre de gauche de (2.7), ou` θ est l’angle du vecteur
nˆ avec le vecteur normal au plan de stratification dirige´ vers l’exte´rieur de l’e´toile1.
On supposera e´galement que les conditions aux limites de l’atmosphe`re sont a` syme´trie axiale
d’axe normal au plan de stratification, c’est-a`-dire inde´pendantes de l’angle d’azimut ϕ autour
de cet axe. La diffusion des photons ayant e´te´ suppose´e isotrope, il en re´sulte que l’intensite´
spe´cifique I est inde´pendante de l’angle d’azimut. Elle ne de´pend donc finalement que des
variables z, θ et ν. On posera, conforme´ment a` l’usage, µ = cos θ, de sorte que I = I(z, µ, ν)
avec z ∈ [0, Z], ou` Z est la profondeur ge´ome´trique de l’atmosphe`re, µ ∈ [−1,+1] et ν > 0.
2. Dans une atmosphe`re statique et stationnaire, les coefficients de l’ET sont inde´pendants du
temps et le terme ∂I/∂t disparaˆıt dans le membre de gauche de (2.7). La variable de temps,
qui n’est plus transforme´e, disparaˆıt : le proble`me devient stationnaire.
Cette simplification est permise lorsqu’on peut ne´gliger le premier terme dans le membre de
gauche de l’e´quation de transfert (2.7) par rapport au premier terme situe´ dans le membre de
droite, c’est-a`- dire lorsqu’on peut e´crire 1/cχ¿ I/|∂I/∂t|. Interpre´tant 1/χ comme un libre
parcours moyen des photons, cette condition signifie que le temps de parcours moyen des
photons entre deux interactions doit eˆtre bien plus petit que les dure´es sur lesquelles l’e´tat
1Le signe - provient du fait que l’axe des z est oriente´ positivement en allant vers l’inte´rieur de l’e´toile, ce qui
e´vite l’introduction des z ne´gatifs.
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de la matie`re e´volue de fac¸on significative. Ce temps de parcours moyen est de l’ordre de
10−3 s dans l’atmosphe`re du soleil, qui a une extension de l’ordre de 2500 km dans le visible.
L’atmosphe`re pourra donc eˆtre vue comme stationnaire si on s’inte´resse a` ses proprie´te´s
moyennes sur des dure´es bien supe´rieures a` 10−3 s.
3. Enfin, les coefficients volumiques de l’ET sont isotropes dans un milieu contenant une dis-
tribution isotrope d’e´lectrons libres, ce que nous avons suppose´ au chapitre pre´ce´dent. En
effet, l’isotropie de la fdv des e´lectrons entraˆıne celle des coefficients d’absorption et d’e´mis-
sion bf, fb et ff, ce que nous ve´rifierons a` la section 2.2. Comme l’absorption et l’e´mission
bb sont e´galement isotropes lorsque les profils des raies le sont, les coefficients d’absorption
et d’e´mission de l’ET sont isotropes. Le coefficient inte´gre´ de diffusion, de´fini par (2.5), est
e´galement isotrope puisque la diffusion vraie des photons sur les e´lectrons libres et les atomes
a e´te´ suppose´e isotrope.
Moyennant ces simplifications, l’ET prend la forme suivante :
−µ∂I
∂z
(z, µ, ν) = −χ(z, ν)I(z, µ, ν) + E(z, ν) + σ(z, ν)J(z, ν) , (2.8)
ou` l’opacite´ est donne´e par
χ(z, ν) = κ(z, ν) + σ(z, ν) , (2.9)
avec
κ(z, ν) = K(z, ν)− c
2
2hν3
E(z, ν) , (2.10)
et ou` J de´signe l’intensite´ moyenne du champ radiatif de´finie par la relation (2.20) plus loin.





(z, µ, ν) = χ(z, ν) [I(z, µ, ν)− S(z, ν)] , (2.11)




+ [1− ²(z, ν)]J(z, ν) , (2.12)






κ(z, ν) + σ(z, ν)
. (2.13)
La fonction source est associe´e a` une variable de profondeur optique τ de´finie localement par
dτ = χdz. Cette variable de´crit de fac¸on naturelle l’extinction de la lumie`re progressant dans un
milieu absorbant et diffusant, la fonction source e´tant un coefficient d’e´mission par unite´ de volume
optique de matie`re.
Le parame`tre de destruction des photons mesure l’aptitude d’une unite´ de volume de matie`re
a` absorber un rayonnement incident a` une fre´quence ν. C’est un nombre compris entre 0 et 1, les
bornes e´tant exclues dans un milieu a` la fois absorbant et diffusant (κ > 0 et σ > 0). Son comple´-
ment a` l’unite´ est l’albe´do $ de l’atmosphe`re, qui est rarement utilise´ en the´orie des atmosphe`res
stellaires




κ(z, ν) + σ(z, ν)
. (2.14)
2.1.2.1 Conditions aux limites
Les conditions aux limites de l’intervalle [0, Z] sont les conditions habituelles de la the´orie des
atmosphe`res stellaires : le rayonnement pe´ne´trant par la surface z = 0 est nul et le rayonnement
pe´ne´trant par la face interne z = Z est de´crit, aux fre´quences ou` l’e´toile rayonne, dans l’approxi-
mation de la diffusion. D’ou`
I(0, µ, ν) = 0 siµ < 0 , (2.15)
et
I(Z, µ, ν) = I+(µ, ν) siµ > 0 , (2.16)
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avec





(T (Z)) , (2.17)





exp(hν/kT )− 1 . (2.18)
L’approximation de la diffusion (2.17, 2.18) ne concerne en principe que le rayonnement pe´ne´-
trant par la face z = Z. En fait, elle est encore valable pour le rayonnement qui la quitte, car le
champ radiatif est ne´cessairement faiblement anisotrope loin de la surface de l’e´toile (cf. [69, p.
50]). On connaˆıt donc le champ radiatif dans toutes les directions sur la couche z = Z, son intensite´
spe´cifique e´tant





(T (Z)) (−1 ≤ µ ≤ +1) . (2.19)
2.1.3 Les moments de l’intensite´ spe´cifique






I(z, µ, ν) dµ , (2.20)




I(z, nˆ, ν)nˆ dnˆ , (2.21)
et scalaire
Fr(z, ν) = 2pi
∫ +1
−1
I(z, µ, ν)µdµ , (2.22)






I(z, µ, ν)µ2 dµ , (2.23)
sont des grandeurs fondamentales pour la mode´lisation des atmosphe`res stellaires. Ils ve´rifient les
deux premiers moments de l’ET, obtenus en multipliant cette e´quation par µm (m = 0 ou 1) et













χ(z, ν)Fr(z, ν) . (2.25)
Sur le plan frontie`re interne, ou` l’approximation de la diffusion (2.19) est valable pour tout µ,
les moments de l’intensite´ spe´cifique sont donne´s par












Bν (T (Z)) . (2.26)
2.2 Expression des coefficients volumiques
Les coefficients volumiques inde´pendants sont le coefficient d’absorptionK, le coefficient d’e´mis-
sion E et le coefficient de diffusion σ. L’opacite´ χ s’en de´duit graˆce aux relations (2.9, 2.10), et
les diverses grandeurs apparues en factorisant l’opacite´ a` l’aide des relations (2.12, 2.13, 2.14). Ces
trois coefficients de´pendent de la position et de la fre´quence : ils sont calcule´s en sommant les
contributions de toutes les transitions capables de cre´er (au sens alge´brique) un photon ayant la
fre´quence choisie au point conside´re´.
Le fait d’additionner les contributions individuelles des particules suppose que les effets collectifs
duˆs aux cohe´rences de phase du rayonnement ou aux corre´lations entre particules sont ne´gligeables.
C’est a` cette condition seulement que les sections efficaces peuvent eˆtre conside´re´es comme additives
[30].
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2.2.1 Coefficient d’absorption
Nous se´parons la contribution des processus bb, bf et ff :
K(z, ν) = Kbb(z, ν) +Kbf (z, ν) +Kff (z, ν) . (2.27)
2.2.1.1 Transitions bb
Le coefficient volumique d’absorption bb d’un rayonnement incident de direction-fre´quence
(nˆ, ν) s’e´crit [9] :





fi(z,v)σiν,j(z,v, nˆ, ν) dv , (2.28)
ou` σiν,j(z,v, nˆ, ν) est la section efficace d’un atome de vitesse v passant de l’e´tat i a` l’e´tat j.
Cette section efficace est exprime´e en terme du coefficient d’Einstein Bij et du profil atomique
d’absorption ϕij dans l’annexe A (Eq. A.1). En utilisant le profil moyen d’absorption Φij(z, nˆ, ν)








BijΦij(z, ν) , (2.29)
ou` nous avons confondu hν et hνij dans le membre de droite, νij de´signant la fre´quence centrale
de la raie.
Les coefficients d’EinsteinBij et les profils d’absorption moyens Φij sont explicite´s dans l’annexe
A (section A.1).
2.2.1.2 Transitions bf
Le coefficient d’absorption bf se de´duit de la distribution σiν,+e de´crivant la transition (i,v) +
(nˆ, ν)→ (+,v) + (e,ve) par la relation [78] :





fi(z,v)σiν+e(nˆ, ν;ve) dvedv . (2.30)
On a remplace´ la vitesse relative de l’e´lectron e´jecte´ ve − v par sa vitesse absolue ve, ce qui
rend possible l’inte´gration sur la vitesse v de l’atome et fait disparaˆıtre sa fdv normalise´e fi. On
peut e´galement effectuer l’inte´gration sur la vitesse de l’e´lectron e´mergent, ce qui fait apparaˆıtre la
section efficace inte´gre´e de photoionisation σi+(ν), a` cause de (Eq. A.18). Le coefficient d’absorption
bf est alors isotrope et s’e´crit




Lorsque i de´signe un e´tat quelconque de l’atome d’hydroge`ne, la section efficace inte´gre´e de
photoionisation est donne´e par la relation (A.19) et l’expression pre´ce´dente devient







gbf (i, ν) , (2.32)
ou` Y est la fonction de Heaviside de´finie par
Y (x) =
{
1 six ≥ 0
0 six < 0
, (2.33)
et νi+ est la fre´quence d’ionisation de l’e´tat i (de´finie dans la section A.2.1), σi+ le coefficient
(A.20) et gbf (i, ν) le facteur de Gaunt du processus bf.
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2.2.1.3 Transitions ff
Le coefficient d’absorption ff est de nouveau exprime´ en terme de la distribution σieν,ie associe´e
a` la transition ff (i,v)+(e,ve)+(nˆ, ν)→ (i,v)+(e,v′e) explicite´e dans l’annexe A (section A.3.1).
Son expression pour des e´lectrons rapides [78] :










peut eˆtre inte´gre´e sur la vitesse v de la particule lourde, ce qui fait disparaˆıtre sa fdv fi. On peut
e´galement effectuer les inte´grations sur la direction de l’e´lectron incident lorsque la fdv des e´lectrons
est isotrope, et sur la vitesse de l’e´lectron e´mergent sans restriction. On fait apparaˆıtre ainsi la
section efficace inte´gre´e d’absorption ff σii(ve, ν) de´finie par (A.31). Le coefficient d’absorption ff
devient isotrope et s’e´crit








e dve . (2.35)
Dans la pre´sentation faite dans l’annexe A (section A.3), les transitions ff se font dans un
potentiel purement coulombien, provoque´ par des ions de charge effective Z, et la section efficace
du processus ne de´pend pas de i mais seulement de Z. Les transitions ff induites par les atomes
neutres sont ne´glige´es (la somme sur les e´tats i dans (2.35) est nulle). En utilisant l’expression
(A.32) de la section efficace inte´gre´e d’absorption ff, on obtient la composante ff du coefficient
d’absorption sous la forme classique





fe(z, ve)gff (ve, ν)ve dve , (2.36)
le coefficient σff e´tant donne´ par (A.33), la fre´quence de plasma νp par (A.34) et la fre´quence de
Rydberg νR de´finie a` la section A.1 et rappele´e en de´but de ce me´moire dans la rubrique regroupant
les notations. gff (ve, ν) de´signe le facteur de Gaunt du processus ff, qui de´pend de Z, ainsi que
σff .
2.2.2 Coefficient d’e´mission
On se´pare de nouveau les processus bb, fb et ff :
E(z, ν) = Ebb(z, ν) + Efb(z, ν) + Eff (z, ν) . (2.37)
2.2.2.1 Transitions bb
On a, comme pour une absorption bb,





fj(z,v)σj,iν(z,v, nˆ, ν) dv , (2.38)
le coefficient d’e´mission bb σj,iν(z,v, nˆ, ν) e´tant explicite´ par la relation (A.2). En remarquant que
le profil moyen d’e´mission co¨ıncide avec le profil moyen d’absorption sous l’hypothe`se de RCF
des photons dans chaque raie (dans le re´fe´rentiel du laboratoire), on obtient l’expression classique







AjiΦij(z, ν) . (2.39)
De nouveau, on a confondu hν et hνij dans cette expression. Les coefficients d’Einstein Aji se
de´duisent des Bij par la relation de re´ciprocite´ (A.6).
2.2. EXPRESSION DES COEFFICIENTS VOLUMIQUES 37
2.2.2.2 Transitions fb
On substitue la relation de re´ciprocite´ (A.23) dans l’expression [78] :





f+(z,v)fe(z, ve)veσ+e,iν(ve; nˆ, ν) dvedv , (2.40)
et on effectue les deux inte´grations vectorielles. Pour une fdv isotrope des e´lectrons, le coefficient
d’e´mission fb devient isotrope puisqu’il s’e´crit





Γiσi+(ν)fe (z, ζi+(ν)) , (2.41)
ou` ζi+(ν) est la vitesse d’un e´lectron e´jecte´ par un photon de fre´quence ν (Eq. A.14) et Γi de´signe
le coefficient (C.4).
Pour un atome d’hydroge`ne a` l’e´tat i, on peut utiliser l’expression (A.19) de la section efficace
de photoionisation, et le re´sultat pre´ce´dent devient









gbf (i, ν)fe (z, ζi+(ν)) . (2.42)
2.2.2.3 Transitions ff
L’expression du coefficient d’e´mission ff selon la distribution de transition σie,ieν(v
′
e;ve, nˆ, ν)
est la suivante [78] :











e;ve, nˆ, ν) dvedv
′
edv , (2.43)
et elle se simplifie en effectuant l’inte´gration sur v et en utilisant la relation de re´ciprocite´ (A.36).
Lorsque la fdv des e´lectrons est isotrope, les inte´grations angulaires peuvent eˆtre effectue´es, ce
qui fait apparaˆıtre la section efficace inte´gre´e d’absorption ff de´finie par (A.31). Le coefficient
d’e´mission ff devient isotrope et s’e´crit :








fe (z, ζff (ve,ν)) v
3
eσii(ve, ν) dve . (2.44)
Rappelons que ζff (ve, ν) est la vitesse e´mergente d’un e´lectron de vitesse ve avant absorption
d’un photon de fre´quence ν, donne´e par (A.29).
Si on utilise l’expression (A.32) de la section efficace d’absorption ff, valable pour un potentiel
purement coulombien, le coefficient d’e´mission ff devient









fe (z, ζff (ve,ν)) gff (ve, ν)ve dve .
(2.45)
2.2.3 Coefficient de diffusion
La diffusion vraie des photons e´tant isotrope et monochromatique dans le re´fe´rentiel du labo-
ratoire, le coefficient diffe´rentiel de diffusion se de´duit du coefficient inte´gre´ par la relation
σ(z, nˆ, ν, nˆ′, ν′) =
1
4pi
σ(z, ν)δ(ν − ν ′) . (2.46)
Le coefficient de diffusion inte´gre´ de´crit la diffusion Thomson des photons sur les e´lectrons libres
et la diffusion Rayleigh des photons sur les atomes d’hydroge`ne a` l’e´tat 1s, les atomes excite´s e´tant
peu nombreux par rapport aux atomes a` l’e´tat fondamental. D’ou`









ne(z)σT +Y(ν12 − ν)n1(z)σ1(ν) , (2.47)
les sections efficaces de diffusion Thomson et Rayleigh e´tant explicite´es par les relations (A.40) et
(A.54). Les fonctions de Heaviside de´limitent le domaine de validite´ en fre´quence des deux termes
de (Eq. 2.47).
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2.3 Atmosphe`res en e´quilibre thermodynamique local
Nous traitons dans cette section le cas des atmosphe`res thermalise´es, c’est-a`-dire dont les e´lec-
trons libres ont une fdv maxwellienne, et le cas des atmosphe`res en e´quilibre thermodynamique
local (ETL), c’est-a`-dire dont tous les types de particules ont des fdv maxwelliennes de meˆme
tempe´rature et des populations ve´rifiant les relations d’e´quilibre de Boltzmann et de Saha.
2.3.1 Atmosphe`res thermalise´es
Le remplacement de la fdv des e´lectrons par la formule de Maxwell-Boltzmann (Eq. 1.8) permet
d’effectuer des simplifications que nous de´taillons par la suite
2.3.1.1 Transitions bb
Les coefficients d’absorption et d’e´mission sont inchange´s, puisqu’ils ne de´pendent pas de la fdv
des e´lectrons.
2.3.1.2 Transitions bf-fb
Le coefficient d’absorption bf est inchange´. Le coefficient d’e´mission fb (2.41) peut eˆtre trans-
forme´ en remarquant que






ou` Θi+ (T (z)) de´signe le facteur de Saha-Boltzmann de tempe´rature T de´fini dans la note C.1 (Eq.
C.3) et qui vaut :










Ce coefficient devient alors






ou` Bwν (T (z)) est la fonction de Wien de tempe´rature T









et θi+(z) le coefficient (classique) sans dimension de´fini dans la note C.1 (Eq. 4.17) et qui vaut :
θi+(z) = Γine(z)Θi+ (T (z)) , (2.52)









Dans le cas d’une atmosphe`re d’hydroge`ne :









gbf (i, ν) . (2.54)
2.3.1.3 Transitions ff
Le coefficient d’e´mission ff (2.44) se simplifie lorsque la fdv des e´lectrons est maxwellienne, car
fMe (z, ζff (ve, ν)) = f
M






On a donc, par comparaison avec le coefficient d’absorption (2.35),
Eff (z, ν) = Kff (z, ν)B
w
ν (T (z)) , (2.56)
ce qui exprime la loi de Kirchhoff.
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2.3.2 Atmosphe`res en e´quilibre thermodynamique local
Dans une atmosphe`re en ETL, les microprocessus collisionnels dominent les microprocessus
radiatifs et sont localement re´versibles, ce qui entraˆıne que :
1. les profils atomiques d’e´mission et d’absorption bb co¨ıncident,
2. les fonctions de distribution particulaires sont maxwelliennes pour la meˆme tempe´rature, qui
peut varier faiblement,
3. les densite´s particulaires ve´rifient localement des relations d’e´quilibre : loi de Boltzmann sur
l’excitation et loi de Saha sur l’ionisation.
Le premier point signifie que, dans une raie forme´e a` l’ETL, il y a redistribution comple`te en
fre´quence dans le re´fe´rentiel de l’atome, et le second point entraˆıne que cela est encore vraie dans
le re´fe´rentiel du laboratoire.
Nous renvoyons a` la note C.1 pour les de´finitions des coefficients lie´s a` l’ETL et d’e´cart a` l’ETL.









νij (T (z)) ≈ Kbb(z, ν)Bwν (T (z)) (ETL) , (2.57)
que dans une transition fb







σi+(ν) = Kbf (z, ν)B
w
ν (T (z)) (ETL) . (2.58)
En additionnant les e´quations (2.57, 2.58, 2.56) membre a` membre, on obtient le re´sultat bien
connu
E(z, ν) = K(z, ν)Bwν (T (z)) (ETL) . (2.59)








K(z, ν) (ETL) , (2.60)
ce qui permet d’e´crire la relation de Kirchhoff sous la forme e´quivalente suivante :
E(z, ν) = κ(z, ν)Bν (T (z)) (ETL) . (2.61)
A L’ETL, l’expression (2.12) de la fonction source se simplifie, puisqu’alors E = κBν : la
composante thermique de la fonction source est proportionnelle a` la fonction de Planck, le coefficient
de proportionnalite´ e´tant ² d’apre`s (2.13). D’ou`
S(z, ν) = ²(z, ν)Bν (T (z)) + [1− ²(z, ν)] J(z, ν) . (2.62)
Chapitre 3
L’e´quation cine´tique des e´lectrons
3.1 Forme ge´ne´rale










[ne(r, t)fe(r,ve, t)] = Σe(r,ve, t) , (3.1)
ou` ge(r,ve, t) est l’acce´le´ration moyenne, en (r, t), d’un e´lectron de vitesse ve, et Σe(r,ve, t) est
un terme de source de´crivant les collisions e´lastiques, ine´lastiques et les transitions radiatives des
e´lectrons :
Σe = Σel +Σinel +Σrad . (3.2)
Le but de ce chapitre est de calculer les trois composantes de ce terme dans une atmosphe`re
stellaire, c’est-a`-dire pour les processus de´crits a` la section 1.3. La re´fe´rence sur le sujet est la
monographie d’Oxenius [78].
Dans une atmosphe`re stellaire plan-paralle`le, statique et stationnaire, la variable de position r
est remplace´e par la variable de profondeur ge´ome´trique z, et la variable de temps disparaˆıt. On
suppose donc que les e´lectrons ont atteint une certaine configuration d’e´quilibre (pas force´ment
maxwellien) qui nous autorise a` ignorer la variation temporelle des grandeurs qui les caracte´risent
(tempe´rature, densite´, fdv).







fe(z,ve) = Σe(z,ve) . (3.3)
Cette e´quation est complique´e du fait de la de´pendance angulaire du membre de gauche. En fait,
nous nous placerons dans un contexte ou` les termes du membre de gauche, qui sont les principaux
responsables de l’anisotropie de la fdv des e´lectrons, sont se´pare´ment ne´gligeables par rapport au
terme de collisions e´lastiques situe´ dans le membre de droite (voir section 3.6). Cela rend admissible
l’hypothe`se d’isotropie de la fdv des e´lectrons faite ici, qui permettra de simplifier l’e´criture du
membre de droite de (3.3). Notamment la de´pendance spatiale des fdv et de Σe ne de´pend plus que
des parame`tres de l’ECE : les densite´s nume´riques, les tempe´ratures, et la de´pendance spatiale des
fdv autres que celle des e´lectrons. La de´pendance en z de ces parame`tres est exte´rieure a` l’ECE,
qui est comple`tement locale en z. Nous pourrions alors omettre la de´pendance implicite en z dans
la suite de chapitre, comme cela est fait dans l’annexe B, afin d’alle´ger les notations, mais nous
garderons explicite cette de´pendance par homoge´neite´ avec les autres chapitres de ce me´moire.
3.2 Termes de collisions e´lastiques
Dans une atmosphe`re d’hydroge`ne pur, les e´lectrons entrent en collision e´lastique avec d’autres
e´lectrons, avec des protons ou avec des atomes neutres. Les deux premiers types de collision pre´-
sentent l’avantage d’eˆtre de´crits par des sections efficaces simples, et l’inconve´nient d’eˆtre a` longue
porte´e, au contraire des collisions avec les neutres qui ont des sections efficaces complique´es mais
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sont a` courte porte´e. Dans les deux cas, la forme ge´ne´rale du terme de collisions e´lastiques (Boltz-
mann) va eˆtre modifie´e.
Nous de´crirons d’abord dans la section 3.2.1 la forme ge´ne´rale du terme de collisions e´lastiques
(forme de Boltzmann inte´grale), qui sera simplifie´e dans la section 3.2.2 graˆce a` nos hypothe`ses
de travail, aux formes particulie`res des sections efficaces, etc. Le terme de source aura alors une
forme diffe´rentielle, mais sera encore trop complique´ pour eˆtre traite´ nume´riquement sous cette
forme. Les collisions e´lastiques auront une forme diffe´rentielle, alors que les collisions ine´lastiques et
interactions radiatives garderont la forme inte´grale de Boltzmann. Re´soudre une e´quation inte´gro-
diffe´rentielle non line´aire est tre`s difficile nume´riquement, et nous verrons a` la section 3.2.3 la forme
simple apporte´e par le mode`le BGK.
3.2.1 Forme ge´ne´rale de Boltzmann
D’apre`s la the´orie cine´tique classique des gaz, la forme usuelle terme de collision e´lastique des


















e le taux diffe´rentiel cor-








Le coefficient diffe´rentiel σel(z,ve,v
′








fk(z,vk)|ve − vk|qke,ke(vk,ve;v′k,v′e) dvkdv′k , (3.6)





e) est la distribution de transition e´lastique contenant les contraintes d’impulsion
et d’e´nergie (Eq. A.62).






fk(z,vk)|ve − vk|qke(|ve − vk|) dvk , (3.7)
ou` qke(|ve − vk|) est la section efficace inte´gre´e de collision e´lastique de´finie par (A.65).
Le terme inte´gral de (3.4) peut eˆtre calcule´ en substituant dans le membre de droite de (3.6)


































δ(g′ke − gke) dvkdv′kdv′e ,
ou` gke = ve − vk et g′ke = v′e − v′k. De plus gke = |gke| et g′ke = |g′ke|. Effectuons le changement
































δ(g′ke − gke) dvkdg′ke ,
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Inse´rant ce dernier re´sultat et l’expression (3.7) du taux inte´gre´ dans (3.4), on obtient le coef-





























On ve´rifie sans difficulte´ que ce terme de source est nul pour des fdv maxwelliennes des e´lectrons
et des particules de type k (pour une vitesse moyenne et une tempe´rature identique). La forme
(3.11) ainsi de´finie n’est valable que lorsque l’inte´grale ne diverge pas, ce qui est le cas pour la
plupart des potentiels d’interaction (centrales, sphe`res dures, Lennard-Jones, etc.) sauf pour les
interactions coulombiennes, ce qui est le cas des collisions e´lastiques des e´lectrons avec eux-meˆmes
ou les ions (protons). Dans ce cas, nous devons exprimer le terme de source de collisions e´lastiques
sous une autre forme, ce que nous faisons dans la section 3.2.2 suivante.
3.2.2 Forme simplifie´e
Dans une atmosphe`re d’hydroge`ne pur, les e´lectrons libres entrent en collision avec eux-meˆmes
(e), avec les protons (+) et avec les atomes neutres d’hydroge`ne (H), d’ou` l’e´criture :
1
ne(z)
Σel(z,ve) = Σel,e(z,ve) + Σel,+(z,ve) + Σel,H(z,ve) , (3.12)
ou` nous avons isole´ la densite´ nume´rique ne des termes de´taille´s des collisions. Nous n’avons pas
isole´ les autres densite´s afin de pouvoir comparer les termes les uns par rapport aux autres, et
de´finir correctement la fre´quence de collision du mode`le BGK (en unite´s s−1, voir section 3.2.3).
Pour les deux premiers termes Σel,e(z,ve) et Σel,+(z,ve), on connaˆıt parfaitement la section
efficace diffe´rentielle d’interaction, mais l’inte´grale figurant dans le terme de source diverge parce
que la sed devient infinie pour de petits angles de de´viation. Pour empeˆcher cette inte´grale de
diverger, la me´thode usuelle est de faire une coupure du domaine d’inte´gration sur les angles,
coupure a` un angle minimum de de´viation note´ θc. Cette coupure est physiquement justifie´e par
l’effet syste´matique d’e´crantage d’une charge par ses voisines, dit de Debye-Hu¨ckel [70]. On admet
que la longueur de corre´lation entre deux charges dans un plasma statistique est la longueur de
Debye λD(z). Cette longueur repre´sente le parame`tre d’impact maximal de collision e´lastique entre
deux charges. Si le parame`tre d’impact est plus grand, les deux charges n’interagissent pas, et il
n’y a pas de de´viation. C’est cette valeur du parame`tre d’impact qui est utilise´e en ge´ne´ral pour
calculer l’angle de coupure. Toutes les grandeurs utilise´es par la suite sont amplement de´taille´es
dans la note C.2, et nous donnons l’expression de ces termes de source dans la section 3.2.2.1.
Pour le troisie`me terme, l’inte´grale de la sed ne diverge pas, la forme de Boltzmann est donc
valable, mais elle est complique´e. Il est possible de grandement le simplifier, par exemple en le
line´arisant, car l’e´lectron entre en collision avec une particule beaucoup plus lourde que lui, ce qui
a une incidence forte sur la dynamique des collisions. Des calculs ont e´te´ faits par I. B. Bernstein
a` partir de cette constatation [5], et nous les re´sumons dans la section 3.2.2.2. De plus, la section
efficace est mal connue, et nous avons duˆ la mode´liser a` l’aide d’une e´tude de´taille´e dans l’annexe
A (section A.5.4).
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3.2.2.1 Les collisions des e´lectrons avec les particules charge´es
On peut utiliser deux formes pour le terme de source. La premie`re est la forme inte´grale de
Boltzmann tenant compte de la coupure du parame`tre d’impact. Comme cette inte´grale semble
eˆtre en majeure partie domine´e par les collisions lointaines, on a historiquement de´veloppe´ le terme
de Boltzmann pour de faibles collisions, i.e. de faibles de´viations, ce qui donne un terme de source
de type Fokker-Planck, mis sous la forme syme´trise´e de Landau [32, 33, 62]. Nous parlerons alors
de la forme de Fokker-Planck-Landau (FPL).
3.2.2.1.1 La section efficace diffe´rentielle de collision
Dans le cas des collisions entre particules charge´es e´lectriquement, la sed est connue depuis









ou` i de´signe l’e´lectron ou le proton, g et θ ont la meˆme signification que pre´ce´demment, µi est la
masse re´duite du syste`me e− i, i.e. µe = me/2 et µ+ = mem+/(me +m+) ≈ me. On remarquera
que la forme exacte de cette section efficace diffe´rentielle (au sens de la me´canique quantique), est
vraie pour les e´lectrons et les protons seulement. Pour des ions plus complique´s, l’expression (3.13)
n’est vraie qu’a` grande distance, des effets quantiques complexes entrant en jeu a` faible distance.
De meˆme, les effets quantiques d’indiscernabilite´ entrent en jeu lorsque on conside`re les collisions
entre e´lectrons, qui modifient l’expression (3.13) (voir section C.2.1).
3.2.2.1.2 La forme de Fokker-Planck-Landau






















ou` g = ve−v′i , g = |g|, le signe : repre´sente la contraction de deux tenseurs en un vecteur, et Gei







I− gˆ ⊗ gˆ
g
, (3.15)






ln Λ(z) , (3.16)
ou` lnΛ(z) est de´fini dans la note C.2. Λ(z) est une fonction de z car elle est de´finie a` partir
de la densite´ et la tempe´rature e´lectronique, quantite´s variant avec z. La de´pendance selon z
de cette quantite´ lnΛ(z) n’est jamais explicite´e dans la litte´rature astrophysique habituelle des
atmosphe`res stellaires, car le milieu e´tudie´ fait varier lentement les grandeurs thermodynamiques
sur l’e´paisseur de l’atmosphe`re e´tudie´e (re´gion de la photosphe`re), et le logarithme ne´pe´rien e´crase
encore plus cette faible variation. Globalement, lnΛ(z) peut eˆtre conside´re´e comme une constante
sur l’e´paisseur z de l’atmosphe`re, a` la pre´cision de 10% pre`s. Nous gardons toutefois la de´pendance
explicite en z par homoge´ne´ite´ des notations.
Cette forme (Eq. 3.14) peut eˆtre simplifie´e en supposant que les fdv des e´lectrons et des protons
sont isotropes. Le terme de collisions e´lastiques s’e´crit alors (forme e´quivalente a` la re´fe´rence [68,
88]) :






























On peut re´e´crire l’e´quation (3.17) sous sa forme habituelle en supposant que fi est la maxwel-
lienne fMi de tempe´rature Ti(z) (voir Eq. 1.8) :
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ou` nous rappelons que v¯i(z) =
√
2kTi(z)/mi est la vitesse la plus probable de l’espe`ce i. L’e´quation
(3.17) devient :























ou` la fonction R(u), de´finie avec ces notations par Delcroix [32] (bien qu’il y ait un facteur 2 de




























Nous indiquons le comportement de la fonction R(u) dans la table (Tab. 3.1) ci-dessous.
u 0 ¿ 1 1 À 1 +∞
R(u) 0 4u/3
√
pi 0.428 1/u2 0
Tab. 3.1 – Variations de la fonction R(u).
Le terme de source (3.17) peut encore eˆtre simplifie´, i.e. line´arise´, pour les deux limites v → +∞
et v → 0. Il sera alors note´, respectivement, Σ>el,i(z, v) et Σ<el,i(z, v) :







































L’e´quation (3.23) peut eˆtre mise sous une forme diffe´rente si on prend pour fi(z, 0) sa valeur
maxwellienne, i.e. fMi (z, 0) = 1/pi
3/2v¯3i (z). Pour e´viter la confusion, nous la noterons Σ
<M
el,i (z, v) :























Les formes (3.22) et (3.23) re´sultent du de´veloppement asymptotique aux limites des inte´grales
dans (3.17), c’est a` dire que seuls les termes dominants du de´veloppement en se´rie des inte´grales
de fi sont garde´s. Ces inte´grales sont les moments d’ordre (-1), 0 et 2 de fi. Quelles que soit la
forme de fi, les moments 0 et 2 sont bien de´finis et correspondent a` des quantite´s conserve´es, mais
pour le moment (-1), il faut supposer une forme particulie`re de fi pour le calculer. En ge´ne´ral, on
prend une forme maxwellienne.
Pour (3.22), l’explication usuelle est de dire qu’on suppose les e´lectrons beaucoup plus rapides
que les particules i, ce qui peut eˆtre re´aliste lorsque ce sont des protons, mais difficilement pour
des e´lectrons. Dans le dernier cas, cette hypothe`se est valable lorsqu’on e´tudie les e´lectrons de la
queue de la fdv qui collisionnent avec les e´lectrons les plus nombreux : ceux ayant une vitesse
thermique [78]. Ainsi Σ>el,+(z, v) sera valable pour des e´lectrons thermiques et plus rapides, alors
que Σ>el,e(z, v) ne sera valable qu’a` partir d’e´lectrons suprathermiques. Le proble`me de la forme de
fi pour le calcul du moment d’ordre (-1) ne se pose pas pour (3.22), parce que l’inte´grale tend vers
ze´ro pour v →∞.
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Pour (3.23), on a seulement besoin de connaˆıtre le moment d’ordre (-1) de fi. Nous avons
pris sa valeur maxwellienne. Ensuite, il reste fi(z, 0) en facteur. A priori, on ne connaˆıt pas sa
valeur. Nous avons utilise´ sa valeur maxwellienne pour e´crire (3.24), mais ce point est beaucoup
plus de´licat que pour les moments de fi. Dans ce cas, on peut supposer que les perturbations a` la
maxwellienne de la fdv engendre´es par les collisions ine´lastiques s’appliquent au de´part et dans la
queue de la fdv seulement, de fac¸on a` ce que les moments de la fdv soient domine´s par le noyau
de la fdv, qui est maxwellien. Autrement dit, meˆme si les e´carts de la fdv a` la maxwellienne, par
exemple dans la queue, sont importants, les moments de la fdv n’en seront pas affecte´s, parce
qu’il s’agir d’une inte´grale sur toutes les vitesses et ponde´re´e par les populations. Mais dans le
cas de fi(z, 0), c’est une valeur en un point, et il n’y a a priori aucune raison que la fdv soit
maxwellienne en ce point (les collisions e´lastiques sont nulles alors que la recombinaison radiative
et la recombinaison collisionnelle ne le sont pas). On peut voir que la forme (3.24) est valable
au premier ordre du de´veloppement de la fdv autour de la maxwellienne. Ce qui est important
est qu’il existe un domaine de solutions pour lequel (3.24) soit valable. Nous garderons la valeur
maxwellienne de fi(z, 0) pour la discussion qui suit.
On peut ve´rifier que (3.19) redonne bien (3.22) et (3.24) graˆce au tableau (Tab. 3.1) de variations
de R(u).
Nous finirons cette e´tude sur la remarque que les collisions e´lastiques entre e´lectrons et parti-
cules lourdes charge´es ne sont pas toujours ne´gligeables par rapport aux collisions e´lastiques entre
e´lectrons, comme on pourrait le croire du fait du rapport me/mi. Les e´tudes de physique des plas-
mas sont principalement inte´resse´es par des vitesses importantes : thermiques ou supra-thermiques.
Dans notre e´tude, la re´gion infra-thermique joue aussi un roˆle, a` cause des recombinaisons radia-
tives qui impliquent les e´lectrons de tre`s faible e´nergie. Nous e´tablissons une comparaison dans
le tableau (Tab. 3.2) ci-dessous, qui repre´sente le rapport Σel,+(z, v)/Σel,e(z, v) pour trois zones.
Le cas du proton nous inte´resse plus a` cause du mode`le d’atmosphe`re traite´ dans ce travail, et
n’incluant que des atomes d’hydroge`ne, mais le raisonnement est valable pour tous les ions, a` la
diffe´rence pre`s que dans le cas de la comparaison que nous faisons, le rapport n+(z)/ne(z) = 1 en
vertu de la neutralite´ e´lectrique locale de notre atmosphe`re (voir section 5.1). La premie`re et la
troisie`me zone ne posent pas de difficulte´s car la forme du terme de source pour les e´lectrons ou
les protons reste la meˆme. La deuxie`me zone correspond aux e´lectrons infrathermiques qui sont
quand-meˆme plus rapides que la plupart des protons. A ce moment la`, les termes de source n’ont
pas tout a` fait la meˆme forme, et nous faisons le rapprochement entre Σ<Mel,i (z, v) et Σ
>
el,i(z, v) en
ne conside´rant dans Σ<Mel,i (z, v) que la de´rive´e de v
3. La comparaison dans cette zone n’est donc pas
tre`s significative, mais elle montre toutefois bien la transition entre la zone 1 et 3 quand v avoisine
les valeurs v¯+(z) et v¯e(z).






























Tab. 3.2 – Importance des collisions e´lastiques des e´lectrons avec les protons par rapport a` la
collision entre eux-meˆmes, indique´ par le rapport Σel,+(z, v)/Σel,e(z, v). L’e´tude est selon la vitesse
v, alors nous n’explicitons pas la de´pendance en z, sans importance ici.
On voit qu’en effet les collisions e´lastiques avec les protons sont ne´gligeables par rapport a` celles
entre e´lectrons dans la zone 3, i.e. pour des e´lectrons suprathermiques, mais c’est le contraire qui
se passe pour les e´lectrons lents : leurs collisions e´lastiques sont domine´es par les chocs avec les
protons.
3.2.2.1.3 La forme de Boltzmann avec coupure
Cette forme, pressentie dans les anne´es 60, n’a e´te´ e´tudie´e que re´cemment par E. C. Shoub
[103]. La forme de Boltzmann est la somme de deux inte´grales qui, prises se´pare´ment, divergent
tre`s vite a` cause de l’interaction coulombienne a` grande distance, alors que leur somme reste finie. A
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l’e´poque, cela posait un proble`me nume´rique e´norme, et le proble`me demeure de nos jours (erreurs
d’arrondi), sans compter que les inte´grales sont multiples (5 dimensions). De plus, la plupart des
physiciens des plasmas e´taient persuade´s que les collisions lointaines dominaient les chocs proches.
Cette forme inte´grale de Boltzmann a alors e´te´ mise sous une forme diffe´rentielle de Fokker-Planck
pour ne tenir compte que des chocs lointains, forme qui permettait de supprimer la divergence,
ou plutoˆt de l’amoindrir, puisque on passait d’une divergence line´aire en le parame`tre d’impact en
une divergence logarithmique [32].
E. C. Shoub a repris ce proble`me pour tenter de re´pondre a` la question : quel est le roˆle des
chocs proches dans l’e´volution d’un type de particules vers l’e´quilibre, soumis a` des interactions
coulombiennes e´lastiques avec lui-meˆme et les autres particules du milieu. Il a alors reformule´
l’e´quation de Boltzmann pour re´duire le nombre de dimensions de l’inte´grale, passant de 5 a` 3,
voire 1 pour des fdv isotropes, permettant ainsi un traitement nume´rique. Notons que l’auteur
ne s’est pas affranchi de la divergence, mais les ordinateurs de notre e´poque sont capables de la
traiter. De plus, il utilise la section efficace diffe´rentielle de Rutherford meˆme lorsque ce sont des
collisions entre e´lectrons, alors qu’il devrait utiliser (C.18), qui tient compte des effets de syme´trie
(indiscernabilite´ des e´lectrons) puisqu’il traite les chocs proches. Ces effets sont diffe´rents des effets
collectifs classiques qu’il ne traite pas en connaissance de cause, s’e´tant assure´ qu’ils ne remettaient
pas en cause son travail.
En reprenant les notations de l’auteur, nous omettrons la de´pendance en z des quantite´s comme
les fdv et grandeurs thermodynamiques, car cette de´pendance n’a aucune influence sur les de´ve-
loppements mathe´matiques qui suivent, et alourdit les notations.
En tenant compte de la collision e´lastique (e,v) + (i,w) ­ (e,v′) + (i,w′), il commence par
de´finir une fonction Wi(v,v
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et D est un domaine d’inte´gration particulier qui de´pend de la valeur de |v − v′|. La difficulte´
re´side en le fait de bien de´finir ce domaine d’inte´gration, et de supprimer le Dirac dans (Eq. 3.26).










δ [g′ − |g′ + 2u|] dg′ , (3.28)
ou` g′ = |g′| et u = (v − v′)/β, de norme u = |u| et de vecteur norme´ uˆ = u/u, avec β = 2µi/me
et µi est la masse re´duite du syste`me e− i. On de´finit aussi g = v −w dont la norme g est e´gale
a` g′. Cette transformation permet de mieux appre´cier le domaine D. Il se se´pare en deux parties,







Ainsi le domaine D est partage´ en deux parties :
– u ≥ u0 : u ≤ g ≤ +∞ ,
– u ≤ u0 :

u ≤ g ≤ g1(u)
















On ve´rifie bien que g1(u0) = g2(u0), assurant la jonction entre les deux parties de D.
Le but de cette se´paration est de savoir quel domaine d’inte´gration sur g′ est possible dans
(3.28), de fac¸on a` savoir si on peut s’affranchir du Dirac, qui a des racines multiples, et qui peut
soit fixer g′, soit un des deux angles θg′ ou ϕg′ qui interviennent dans l’inte´gration sur g′ : dg′ =
g′2 sin θg′dg′dθg′dϕg′ . Le domaine d’inte´gration D n’impose des contraintes que sur g′, pas sur
l’angle solide qui de´crit toute la sphe`re unite´.
On pourrait continuer et donner des expressions plus de´taille´es de (3.28). Le Dirac ne peut
disparaˆıtre dans le cas ge´ne´ral, il faut faire des hypothe`ses sur fi pour cela, comme supposer
qu’elle est isotrope (le Dirac peut eˆtre e´liminer par inte´gration sur un des angles de la vitesse), ou
lui donner une forme maxwellienne.
Shoub a fait un calcul pour le cas de la fdv isotrope : fi est isotrope (pas force´ment fe), ce
qui va permettre de simplifier Wi(v
′,v) , en supprimant le Dirac dans (3.26) par inte´gration sur
l’angle azimutal ϕw′ de w







w′fi(w′) dw′ , u ≥ u0 (3.32)





w′min = |(u+ v′).uˆ| . (3.33)
Cette forme (3.32) ne contient plus qu’une inte´grale a` une dimension. Elle n’est pas isotrope
en (v,v′), mais son anisotropie ne de´pend que du produit scalaire v.v′. Si fe est isotrope, alors
l’inte´gration sur l’angle azimutal ϕv′ n’est pas contrainte par (3.32), mais son inte´gration sur l’angle
polaire θv′ ne peut peut-eˆtre pas eˆtre faite analytiquement.



















, u ≥ u0 .
(3.34)
Si nous voulons utiliser cette me´thode pour nos calculs, voici ce qu’il reste a` faire :
– trouver des expressions e´quivalentes a` (3.32) et (3.34) pour le cas u < u0. Shoub n’a pas
calcule´ la quantite´ isotrope et, par des moyens diffe´rents, a re´ussi a` calculer la quantite´
maxwellienne, mais sans en trouver une forme analytique ou` l’inte´grale a disparue.
– Inte´grer ces quantite´s sur l’angle polaire de (v,v′).
On peut dire que, pour des fdv isotropes, fi et fe, le calcul du terme de Boltzmann consiste en
une inte´grale (a` une dimension) sur v′ de fe, ponde´re´e par une quantite´ Wi(v′, v) qui est la somme
de trois inte´grales, chacune e´tant double a priori, et pouvant peut-eˆtre devenir simple. E´tant donne´
la puissance de calcul nume´rique disponible de nos jours, son utilisation dans la re´solution d’un
proble`me cine´tique n’est plus un proble`me, alors qu’il l’est encore si on garde le terme original,
consistant en une inte´grale a` 5 dimensions.
3.2.2.1.4 Conclusion
Pour le traitement nume´rique de l’ECE que nous nous proposons de mener, nous devons faire
le choix entre des termes de source entie`rement diffe´rentiels, ou entie`rement inte´grals, car le trai-
tement nume´rique d’une e´quation inte´gro-diffe´rentielle non line´aire de ce type est trop complexe.
Comme nous tenons compte aussi des collisions ine´lastiques, dont la forme est du type Boltzmann,
nous ne pouvons pas utiliser de formes diffe´rentielles. Le mode`le BGK, de´crit a` la section suivante,
permettrait de traiter correctement les collisions e´lastiques en reproduisant les principales carac-
te´ristiques des formes diffe´rentielles. Si ce mode`le ne tient pas ses promesses, il faudra recourir a`
la forme de Boltzmann, qui a l’air complique´e mathe´matiquement mais utilisable nume´riquement.
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3.2.2.2 Les collisions des e´lectrons avec les atomes neutres
L’inte´grale de la sed ne diverge pas, la forme de Boltzmann est donc valable, mais elle est
complique´e. Il est possible de grandement la simplifier, par exemple en la line´arisant, car l’e´lectron
entre en collision avec une particule beaucoup plus lourde que lui, ce qui a une incidence forte sur
la dynamique des collisions.
Des calculs ont e´te´ faits par I. B. Bernstein a` partir de cette constatation [5]. On part de
la forme de Boltzmann et de´veloppe les fonctions de distribution selon les vitesses en utilisant
plusieurs hypothe`ses :
1. les e´lectrons e´tant bien plus le´gers que les atomes (me/mH ¿ 1), on ne garde que le premier
ordre du de´veloppement des fdv en les vitesses, qui font intervenir le rapport des masses,
2. les e´lectrons ont une tempe´rature Te(z) proche de la tempe´rature TH(z) des atomes, de sorte
que meTH(z)/mHTe(z)¿ 1,
3. la fdv des atomes est isotrope,
4. la vitesse moyenne 〈v〉H(z) des atomes est nulle.
L’hypothe`se 2 signifie que Te(z) ≈ TH(z), ce qui doit eˆtre vrai avec une grande pre´cision si on
veut respecter strictement le meˆme ordre de petitesse entre les hypothe`ses 1 et 2. A ce moment
|Te(z) − TH(z)|/Te(z) ¿ 1. Cette diffe´rence semble eˆtre faible pour les atmosphe`res (< 10−3
cf. [69]). Or l’hypothe`se 2 est toujours valable meˆme pour des diffe´rences de tempe´rature non
ne´gligeables, Te(z) ≈ 5TH(z) par exemple. Notre calcul sera juste un peu moins pre´cis, mais la
forme du terme de source sera toujours valable. Bien que pre´sente´e ainsi, l’hypothe`se 2 n’est pas
une condition qui s’appuie strictement sur les tempe´ratures, mais sur leur signification cine´tique :
la tempe´rature d’un type correspond a` son e´nergie cine´tique moyenne : 3kTe(z) = me〈v2〉e(z).
La condition 2 est simplement e´quivalente a` v¯e(z) À v¯H(z), le rapport de moyennes e´tant de
l’ordre de
√
mH/me ∼ 43. Le raisonnement est de se dire que lorsque la condition 2, portant
sur les tempe´ratures cine´tiques, est ve´rifie´e, la plupart des e´lectrons sont rapides par rapport aux
atomes. Les re´sultats suivants seront donc valables pour ces e´lectrons seulement, mais pas pour
des e´lectrons aussi lents que les atomes, voire plus lents. Si on cherche a` calculer la fdv pour toutes
les vitesses, ce terme de source approche´ ne permettra pas de bien de´crire l’influence des atomes
sur ces e´lectrons lents, a` moins de postuler que les e´lectrons lents soient maxwelliens [78], ce qui
entraˆıne que le terme de source approche´ de collisions e´lastiques est nul, comme le terme de source
de Boltzmann (3.4). Si on ne veut calculer que les moments de cette fdv, ce terme de source est
une bonne approximation parce que le volume de phase de ces e´lectrons lents est ne´gligeable par
rapport a` celui des e´lectrons thermiques (les plus nombreux) et rapides, les e´lectrons lents e´tant
de surcroˆıt peu nombreux par comparaison.
Les hypothe`ses 3 et 4 ne sont pas discutables dans le cadre de notre mode`le qui ne re´sout que
l’e´quation cine´tique des e´lectrons, et pas celle des atomes.
L’expression suivante est valable en supposant que la vitesse moyenne des atomes est nulle.
Dans le cas ge´ne´ral, elle est donc valable dans le re´fe´rentiel propre des atomes. Elles est aussi
valable dans le re´fe´rentiel du laboratoire pour notre mode`le, car on suppose que les atomes ont une
vitesse moyenne nulle (hypothe`se 4).































ou` ve = |ve|, I est le tenseur diagonal unitaire, nˆ est la bissectrice du triangle isoce`le forme´ par les
deux vecteurs (ve − vi) et (v′e − v′i), u = (2nˆ⊗ nˆ− I).ve, de meˆme norme que ve : u = ve, et
ν(z, ve, θ) = nH(z)veqHe(ve, θ) (3.36)
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est la fre´quence de collision, ou` l’angle θ correspond a` la coordonne´e polaire du vecteur nˆ : dnˆ =
sin θ dθdϕ et nH(z) est la densite´ nume´rique d’atomes d’hydroge`ne (incluant tous les e´tats excite´s).




















ou` ν1(z, ve) = 2pi
∫ pi
0
ν(z, ve, θ) sin θ(1− cos θ) dθ.
ν1(z, v) s’interpre`te comme l’inverse du temps moyen de transfert de quantite´ de mouvement
d’un e´lectron d’e´nergie 12mev
2 (temps de freinage de l’e´lectron duˆ aux collisions avec l’atome). On
notera que le proble`me de calculer ν(z, v, θ) reste entier. Lorsque fe n’est pas isotrope, les deux
premiers termes de (3.35) ne sont pas nuls. Dans tous les cas, on les suppose beaucoup plus grands
que le troisie`me terme. Cette hypothe`se est motive´e par le fait que me/mH ¿ 1. Cette hypothe`se
n’est plus vraie lorsque fe n’est que faiblement anisotrope, ce qui est le cas, sous le seul effet des
collisions e´lastiques, lorsque presque toutes les anisotropies ont relaxe´ vers ze´ro. On ne tient pas
compte de cette re´gion qu’on espe`re courte en temps et faible en e´le´ments perturbateurs (collisions
ine´lastiques) qui auraient tendance a` maintenir dans le temps cet e´tat. Alors on peut re´crire le
terme de source sous la forme ou` Σ
(2)












ν∗(z, ve, θ) [fe(z,u)− fe(z,ve)] dnˆ (3.39)
avec





ν(z, ve, θ) . (3.40)
En utilisant l’hypothe`se faite a` la section A.5.4.1 sur l’isotropie de la sed, ν∗(z, ve, θ) ne de´pend





ν∗(z, ve, θ)dnˆ. Alors, e´tant donne´ que pour (ve, θ, ϕ) donne´s correspond un seul u, le jacobien
de la transformation de l’angle solide infinite´simal dnˆ en l’angle solide infinite´simal duˆ autour de














el,H(z,ve) = −ν∗(z, ve) [fe(z,ve)− fe(z, ve)] . (3.42)
On verra plus loin que cette forme ressemble a` un mode`le BGK.
On peut pousser la simplification un peu plus loin encore a` partir de l’e´quation (3.40) : dans
quelle mesure le deuxie`me terme est-il ne´gligeable par rapport au premier ? Avec notre mode`le de
sed coupe´e en trois zones (voir section A.5.4.2.5), on montre que cette assertion est toujours vraie
dans les deux premie`res zones, et seulement dans la troisie`me zone si la tempe´rature des atomes
satisfait l’ine´galite´ : TH(z) ¿ 2.9 × 108K, ce qui est largement suffisant pour nos mode`les. On
notera alors νH(z, ve) = nH(z)veqHe(ve) cette fre´quence de collision.
Il reste aussi a` ve´rifier pour quelles vitesses des e´lectrons les formes de Bernstein (3.35) et
(3.37) sont valables. On sait qu’elle n’est plus valable pour les e´lectrons lents, il reste a` pre´ciser
quantitativement cette lenteur. Le crite`re de validite´ est : E À Em(z) = 32 memH kTH(z). La table
(Tab. 3.3) donne les valeurs de Em pour diffe´rentes valeurs de la tempe´rature TH .
En commentaire, meˆme pour TH(z) tre`s grand, on reste dans la zone 1 de la sei. La forme du
terme de source n’est pas simplifiable a` partir de Boltzmann dans l’approximation des e´lectrons
lents. Ainsi, pour le mode`le BGK, la fre´quence de collision, qui tend vers ze´ro selon les travaux
de Bernstein, sera change´e. En quoi ? On imagine mal une remonte´e spectaculaire, peu physique.
Si c’est une constante, cela ne changera pas grand chose pour l’e´quilibre : on attend les effets
perturbatifs de la recombinaison radiative a` des e´nergies plus importantes. De toute fac¸on, fe
sera mal traite´e nume´riquement dans cette zone proche de l’origine. Nous utiliserons donc cette
expression pour toutes les vitesses.
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TH(K) 10
3 104 105 106
Em(eV ) 7.10
−5 7.10−4 7.10−3 7.10−2





kTH selon TH .
L’expression (Eq. 3.37) a une forme de Fokker-Planck-Landau. Les formes (3.35) et (3.37), de
meˆme que le raisonnement ge´ne´ral, ne sont valables que si on peut s’arreˆter au premier ordre du
de´veloppement des fdv des e´lectrons et des atomes. Cela de´pend fortement des de´rive´es partielles
par rapport a` la vitesse. La tendance ge´ne´rale de ce terme de collision est d’isotropiser et de
maxwelliser la fdv des e´lectrons, et comme les de´rive´es partielles d’une maxwellienne ne sont pas
trop e´leve´es, cette forme sera acceptable pre`s de l’e´quilibre. Si la fdv initiale est un Dirac en
vitesse (jet monocine´tique d’e´lectrons), les de´rive´es sont infinies et ce de´veloppement n’est pas
valable. Ainsi, dans un traitement analytique ou nume´rique, il faut utiliser des e´lectrons de´ja` un
peu disperse´s afin que leur fdv, utilise´e comme condition initiale, ait des variations douces.
Pour re´sumer, nous disposons de trois possibilite´s pour l’expression de Σel,H(z,ve) :
– la forme (3.11) de Boltzmann, la plus ge´ne´rale,
– les formes (Eqs. 3.35, 3.37), line´aires mais de´pendant des de´rive´es partielles,
– les formes (Eqs. 3.38, 3.37, 3.42) lorsque on suppose la fre´quence de collision isotrope.
Nous ne nous permettront pas d’autres combinaisons, parce qu’il nous semble peu re´aliste de traiter
les anisotropies avec une sed isotrope.
3.2.3 Forme mode´lise´e BGK
Nous mode´liserons les termes de collisions e´lastiques des e´lectrons par un mode`le BGK justifie´
dans l’annexe B. La forme
Σel,k(z, ve) = −νek(z, ve)
[
fe(z, ve)− fMe (z, ve)
]
, (3.43)
est commune aux e´lectrons, protons et atomes d’hydroge`ne (k = e, + ou H). Nous pouvons alors
l’e´crire :
Σel(z, ve) = −νe(z, ve)
[







νek(z, ve) = νee(z, ve) + νe+(z, ve) + νeH(z, ve) . (3.45)





Pour les e´lectrons ou les protons, la fre´quence de collision e´lastique des e´lectrons de vitesse
ve avec les particules de type k = e ou + est (sous une forme faisant apparaˆıtre facilement les
grandeurs :
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Fig. 3.1 – Variations de la fonction Φ(x) selon x.
x ¿ 1 1 À 1 +∞
Φ(x) 4/3
√
pi 0.428 1/x3 0
Tab. 3.4 – Variations de la fonction Φ(x) selon x.
est repre´sente´ dans la figure (Fig. 3.1) et la table (Tab. 3.4) ci-dessous.
Dans cette expression, erf(x) est la fonction erreur bien connue et lnΛ(z) est le logarithme
coulombien de´fini dans l’annexe A, formule (A.75).
Nous noterons que l’on ne´glige habituellement les collisions entre e´lectrons et protons par rap-
port aux collisions entre e´lectrons, a` cause du rapport tre`s faible des masses me/mp dans (3.47),
simplification possible pour de grandes vitesses e´lectroniques ve > v¯e(z) seulement. Dans le cas
contraire, le rapport des fre´quences de collision νe+(z, ve)/νee(z, ve) peut eˆtre du meˆme ordre de
grandeur, voire beaucoup plus grand que 1 pour des vitesses ve tre`s faibles.
3.3 Termes de collisions ine´lastiques
Les collisions ine´lastiques sont induites par un flux incident d’e´lectrons (suppose´ isotrope) et
ont donc un terme de source de la forme
Σinel(z, ve) = ne(z)
[

















diffe´rentiel du domaine de vitesses incidentes (v′e, dv
′








On notera que le domaine d’inte´gration D sur v′e de´pend de la vitesse e´mergente ve.
On de´composera le coefficient diffe´rentiel de collision ine´lastique selon toutes les transitions




















e) par e´lectron et par unite´ de densite´ ni des particules cibles
dans la transition ine´lastique i→ j (dimension L3T−1).
Le membre de droite de (3.51) comprend les excitations collisionnelles (i < j), les de´sexcitations
collisionnelles (i > j), les ionisations collisionnelles (j = +) et les recombinaisons a` trois corps
(i = +). Seules les distributions C+j de´pendent de z, car la recombinaison a` trois corps fait
intervenir trois particules incidentes, une de plus que dans les autres re´actions.
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e) est la distribution explicite´e par les relations (A.81) ou (A.82), suivant que la
contrainte d’e´nergie porte sur la vitesse incidente de l’e´lectron ou sur sa vitesse e´mergente.
















e) e´tant explicite´e par (A.95).







e) dwe , (3.54)
ou encore, en utilisant la relation de re´ciprocite´ (A.108),
C+i(z,ve,v
′






e;ve,we) dwe . (3.55)













On obtient, pour les excitations collisionnelles et leur inverse,
Cij(ve) = veqij(ve) , (3.58)
pour les ionisations collisionnelles
Ci+(ve) = veqi+(ve) , (3.59)
ou` les sections efficaces inte´gre´es d’excitation et d’ionisation collisionnelle sont de´finies dans l’annexe
A (sections A.6.2 et A.7.4), et pour les recombinaisons a` trois corps







La relation de re´ciprocite´ (A.108) permet d’e´crire ce coefficient sous la forme









ou encore, en utilisant l’expression (A.95) de la distribution qie,+ee(v
′
e;ve,we) et en effectuant les
inte´grations sur vˆ′e et we















la vitesse de seuil ζi+, la vitesse e´mergente ζie,+ee(v
′
e, ve) et la section efficace inte´gre´e qi+(v
′
e; ve)
e´tant de´finies dans l’annexe A, par les e´quations (A.92), (A.94) et (A.99) respectivement.
Le terme inte´gral figurant dans le membre de droite de (3.49), dans lequel on substitue la
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le signe + correspondant a` une excitation et le signe - a` une de´sexcitation. La section efficace
inte´gre´e figurant dans le membre de droite de (3.64) et la vitesse de seuil ζij ont e´te´ explicite´es
dans l’annexe A (section A.6.1).























la section efficace inte´gre´e d’ionisation collisionnelle e´tant explicite´e dans l’annexe A (section A.7.1).





























e − ζ2i+. Utilisant l’expression



















× v′2e qi+(ve; v′e) dv′e ,
le domaine d’inte´gration e´tant justifie´ dans le commentaire de la relation (A.98).
Rassemblant ces re´sultats, on de´composera le terme de source des e´lectrons duˆ aux collisions
ine´lastiques en ses quatre composantes de´crivant les excitations collisionnelles, les de´sexcitations
collisionnelles, les ionisations collisionnelles et les recombinaisons a` trois corps
Σinel(z, ve) = Σexcit(z, ve) + Σdesexc(z, ve) + Σionis(z, ve) + Σrecomb(z, ve) , (3.68)
avec
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On a utilise´ la relation de re´ciprocite´ (A.87) pour exprimer, dans (3.70), la section efficace
inte´gre´e de de´sexcitation en terme de la section efficace d’excitation. De plus, le terme inte´gral de
(3.71) et le premier terme inte´gral de (3.72) ont e´te´ obtenus en effectuant le changement de variable
we = ζie,+ee(v
′
e, ve) dans les inte´grales de (3.65) et (3.67).

















v2e ± v′2e ± ζ2i+
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dans les re´sultats pre´ce´dents, ce qui donne :






















































































































Additionnons les e´quations (3.75) et (3.76), puis (3.77) et (3.78). On fait apparaˆıtre ainsi les
coefficients bij(z) (de´finis dans la note C.1) qui renseignent sur les e´carts a` l’ETL pour tout z.
On obtient les termes de sources suivants des e´lectrons (suppose´s thermalise´s) par excitation /
de´sexcitation et par ionisation / recombinaison a` trois corps :










































































Ces termes sont nuls a` l’ETL (bij = 1), comme il se doit.
Les de´veloppements pre´ce´dents relatifs aux processus d’ionisation collisionnelle et son inverse
ge´ne´ralisent ceux d’Oxenius et Simonneau [79], que l’on retrouve en adoptant la section efficace
d’ionisation collisionnelle (A.101).
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3.3.1 Remarque










e) = Θi+ (T (z)) f
M
e (z, ve) , (3.81)
ce qui a fait disparaˆıtre la non-line´arite´ en fe et conduit au calcul analytique de la deuxie`me
inte´grale de (3.72).









e) ≈ Θi+ (T (z)) fe(z, ve) ≈ Θi+ (T (z)) fMe (z, ve) (3.82)
dans la deuxie`me inte´grale de (3.72) est fonde´e lorsque les deux conditions suivantes sont re´unies :
1. les recombinaisons a` trois corps se font essentiellement a` des vitesses proches de la vitesse de
seuil : Σrecomb(z, ve) est ne´gligeable lorsque ve À ζi+,
2. les e´lectrons de basse vitesse sont thermalise´s.
Rappelons que le cas ge´ne´ral dont il est question ici est celui d’e´lectrons rapides par rapport
aux atomes, les formules (Eqs. 3.69, 3.70, 3.71, 3.72) se compliquant substantiellement sans cette
hypothe`se.
Lorsque les deux conditions pre´ce´dentes sont re´alise´es, on peut remplacer la formule (3.72) par
la formule (3.78) pour de´crire la recombinaison a` trois corps d’e´lectrons thermalise´s aux faibles
vitesses.
3.4 Termes de collision duˆs aux processus radiatifs
Le terme Σrad figurant dans le membre de droite de (Eq. 3.2) comprend une composante
Σbfb de´crivant la production (ou la perte) d’e´lectrons par photoionisation (ou par recombinaison
radiative), une composante Σff de´crivant la de´viation des e´lectrons au cours des transitions ff,
et une composante ΣT de´crivant leur de´viation au cours du processus de diffusion Thomson des
photons sur les e´lectrons. Le premier processus cre´e (au sens alge´brique) des e´lectrons, alors que
les deux suivants ne font que les de´vier.
D’ou`
Σrad(z,ve) = Σbfb(z,ve) + Σff (z,ve) + ΣT(z,ve) . (3.83)
3.4.1 Le processus de photoionisation et son inverse
On e´crira ce terme de source sous la forme
Σbfb(z,ve) = Ee(z,ve)− ne(z)Ke(z,ve)fe(z, ve) , (3.84)
ou` Ee(z,ve) est un coefficient d’e´mission des e´lectrons par photoionisation et Ke(z,ve) un coeffi-
cient d’absorption par recombinaison radiative.
Nous ne de´taillons pas la de´finition de ces deux coefficients, qui est calque´e sur celle de leur









faisant apparaˆıtre toutes les transitions i ­ + au cours desquelles des e´lectrons de vitesse ve
peuvent eˆtre cre´e´s (au sens alge´brique) au point z par les deux processus conside´re´s.
Le produit Ri+(z,ve) dve est de dimension T
−1 : c’est un taux d’e´mission des e´lectrons dans le
domaine (ve,ve + dve) par unite´ de volume et de densite´ nume´rique ni au point z. Le coefficient








σiν,+e(nˆ, ν;ve) dnˆdν , (3.87)
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ou` I est l’intensite´ spe´cifique du champ incident, I/hν la densite´ de flux (scalaire) de photons
incidents, et σiν,+e la distribution de´crivant la collision, donne´e par (A.13).












σ+e,iν(ve; nˆ, ν) dnˆdν , (3.88)
le terme entre crochets prenant en compte les e´missions induites de photons.
Les distributions σiν,+e et σ+e,iν ve´rifient la relation de re´ciprocite´ (A.21), ce qui permet d’e´crire
















σiν,+e(nˆ, ν;ve) dnˆdν .
On notera que l’inte´gration sur la fre´quence est triviale, l’expression (A.17) de la distribution
σiν,+e(nˆ, ν;ve) imposant l’e´galite´ ν = ξi+(ve) = la fre´quence d’un photon pouvant e´jecter un e´lec-
tron a` la vitesse ve, donne´e par (A.16). On notera e´galement que le premier terme dans l’accolade
est anisotrope si le champ radiatif est anisotrope, a` cause de l’anisotropie de la section efficace
diffe´rentielle de photoionisation. Le deuxie`me terme, qui de´crit la perte des e´lectrons par recom-
binaison spontane´e, peut eˆtre calcule´ analytiquement : l’inte´gration angulaire fait apparaˆıtre la














































L’inte´grale angulaire figurant dans le membre de droite de l’e´quation (3.90) peut eˆtre calcule´e
analytiquement lorsque la section efficace diffe´rentielle de photoionisation est e´crite dans l’approxi-
mation dipolaire. Nous ne reproduisons pas ce calcul ici, puisque nous avons choisi d’ignorer les
facteurs pouvant conduire a` une fdv anisotrope des e´lectrons. Lorsque la section efficace de photo-
ionisation est suppose´e isotrope, on peut e´crire dans (3.90) :∫
4pi
I(z, nˆ, ν)σi+(nˆ.vˆe, ν) dnˆ = σi+(ν)J(z, ν) , (3.91)
ou` σi+(ν) est la section efficace inte´gre´e de photoionisation et J(z, ν) l’intensite´ moyenne du champ
radiatif.


























Lorsque la fdv des e´lectrons est maxwellienne, on peut e´crire dans la relation pre´ce´dente :
Γi ne(z)f
M
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a` cause de la valeur de la fre´quence en laquelle le membre de droite de (3.92) doit eˆtre calcule´. Le
coefficient bi+ a e´te´ de´fini dans la note C.1.
































Comme dans le cas d’une recombinaison a` trois corps, l’approximation fe = f
M
e dans (3.92) n’est
peut-eˆtre pas trop mauvaise si on suppose que les e´lectrons qui se recombinent sont essentiellement
lents, et que les e´lectrons lents sont thermalise´s.
A l’ETL, il faut remplacer bi+ par 1, ce qui ne suffit pas pour annuler le terme de source
des e´lectrons. Ce terme disparaˆıt a` l’e´quilibre thermodynamique seulement, c’est-a`-dire lorsque le
champ radiatif est planckien.
3.4.2 Le processus de transition free-free ff
Les e´lectrons sont de´vie´s au cours d’une transition ff en pre´sence d’un atome, ce qui peut eˆtre
vu comme une diffusion radiative sur l’atome. Le terme de source dans l’espace des phases s’e´crit
sous la forme de Boltzmann
Σff (z,ve) = ne(z)
[















e le taux diffe´rentiel








Le coefficient σff (z,ve,v
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le premier terme e´tant relatif a` une absorption ff et le second a` une e´mission ff, spontane´e ou
induite.
Les deux distributions figurant dans le membre de droite de (3.98) ont e´te´ explicite´es dans
l’annexe A (section A.3). La seconde peut eˆtre exprime´e en terme de la premie`re a` l’aide de la









































On notera la complexite´ de la de´pendance angulaire de ce coefficient. A cause de l’anisotropie
du champ radiatif, il de´pend se´pare´ment des directions des vitesses e´lectroniques incidente et
e´mergente, et non de leur angle.
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Le coefficient inte´gre´ sur la vitesse e´lectronique e´mergente v′e, de´fini par (3.97), se calcule en
e´crivant dans la premie`re inte´grale de (3.99)
σieν,ie(ve, nˆ, ν;v
′





δ [v′e − ζff (ve, ν)] , (3.100)








δ [v′e − ζff (ve,−ν)] , (3.101)
ce qui provient de la relation
1
ve
δ [v′e − ζff (v′e, ν)] =
1
v′e
δ [v′e − ζff (ve,−ν)] , (3.102)
issue de la contrainte d’e´nergie (A.27) (avec ve ↔ v′e). Rappelons que ζff (v, ν) repre´sente la
vitesse e´mergente d’un e´lectron de vitesse v avant absorption d’un photon de fre´quence ν. La
vitesse ζff (v,−ν), que l’on calcule en changeant le signe + en signe - dans le radical de (A.29),
repre´sente donc la vitesse incidente d’un e´lectron de vitesse v apre`s absorption d’un photon de
fre´quence ν. On obtient le taux inte´gre´ suivant :












































Le terme inte´gral figurant dans le membre de droite de (3.96) est calcule´ en remplac¸ant le noyau
σff (z,v
′
e,ve) par son expression (3.99) (avec ve ↔ v′e), dans laquelle on substitue la relation (A.26)



















































δ [ν − ξff (ve, v′e)] dnˆdν ,
et en faisant porter la contrainte d’e´nergie sur la vitesse v′e, qui est la vitesse incidente de l’e´lectron
dans la premie`re inte´grale de (3.104) et sa vitesse e´mergente dans la seconde. Pour cela, on doit
e´crire dans la premie`re inte´grale
me
h
δ [ν′ − ξff (v′e, ve)] =
1
v′e
δ [v′e − ζff (ve,−ν′)] , (3.105)
et dans la seconde inte´grale
me
h
δ [ν − ξff (ve, v′e)] =
1
v′e
δ [v′e − ζff (ve, ν)] . (3.106)












































Substituons cette expression dans le membre de droite de (3.96) et utilisons l’expression (3.103)






































ou` on a pose´
A1(z,ve, vˆ
′
e, nˆ, ν) = ne(z) [fe (z, ζff (ve, ν))− fe(z, ve)] v2e
[∑
i



































































ni(z)σieν,ie(ζff (ve,−ν)vˆ′e, nˆ, ν; vˆe)
]
.
La fdv des e´lectrons e´tant isotrope, l’inte´gration des coefficients A1, A2, B1 et B2 sur vˆ
′
e est
possible et fait apparaˆıtre les inte´grales
∫
4pi









e, nˆ, ν; vˆe) dvˆ
′
e,
que l’on a calcule´es analytiquement dans l’approximation dipolaire. Dans cette pre´sentation, nous
nous contenterons du re´sultat obtenu en prenant la moyenne angulaire (sur vˆe) des coefficients













dvˆe = σii(ve, ν) (3.113)

















Rappelons que σii(z, ve) est la section efficace inte´gre´e d’absorption ff de´finie par (A.31).
On peut alors effectuer l’inte´gration angulaire sur nˆ dans (3.108), comme on l’a fait dans le cas




















D’ou` le terme de source des e´lectrons de fdv isotrope, dans l’approximation (3.113, 3.114)
























































































Ces e´quations se simplifient lorsque la fdv des e´lectrons est maxwellienne, la relation (2.55)
permettant d’exprimer les coefficients A1 et A2 en fonction des coefficients B1 et B2 respectivement,
par les relations de re´ciprocite´







B1(z, ve, ν) , (3.121)







B2(z, ve, ν) . (3.122)
Le terme de source (3.116) devient alors
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ou` Bν (T (z)) est la fonction de Planck de tempe´rature T (z). Lorsque fe = f
M
e , le terme entre
crochets s’e´crit encore



















ζ2ff (ve,−ν)σii(ζff (ve,−ν), ν)
}
.
Bien suˆr, on trouve Σff (z, ve) = 0 a` l’e´quilibre thermodynamique, c’est-a`-dire en remplac¸ant
J(z, ν) par la fonction de Planck.
3.4.2.1 Remarque
Dans un plasma d’hydroge`ne pur ou` l’expression (A.32) de la section efficace d’absorption ff
est valable, on doit e´crire∑
i







gff (ve, ν) (3.125)
dans (3.117, 3.119, 3.124).
Ces de´veloppements ont e´te´ inspire´s par la monographie d’Oxenius [78, section 2.2.4], qu’ils
ge´ne´ralisent au cas ou` le champ radiatif n’est pas isotrope.
3.4.3 La diffusion Thomson
Les e´lectrons sont e´galement de´vie´s au cours des diffusions Thomson, a` cause des e´changes
d’impulsion avec les photons, qui ne sont pas ne´glige´s.






















Le taux diffe´rentiel de transition de la vitesse e´lectronique ve a` la vitesse v
′
e apre`s diffusion
























































( σT = section efficace de diffusion Thomson).
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Ce terme est difficile a` e´valuer nume´riquement, a` cause de l’inte´grale multiple. Nous effectuerons
les inte´grations angulaires graˆce a` un de´veloppement de Taylor au premier ordre de la fdv des








− fe(z,ve) ≈ hν
mec
(nˆ′ − nˆ). ∂
∂ve
fe(z,ve) , (3.132)
l’impulsion des photons e´tant bien plus faible que celle des e´lectrons (leur rapport est de l’ordre








































est l’acce´le´ration radiative applique´e a` un e´lectron par suite de ses e´changes d’impulsion avec les
photons au cours du processus de diffusion Thomson, qui permet d’e´crire le terme de source des
e´lectrons sous la forme finale suivante :
ΣT(z,ve) = −ne(z)ae(z). ∂
∂ve
fe(z,ve) . (3.137)
On notera que ce terme est anisotrope meˆme lorsque la fdv des e´lectrons est isotrope, car alors
∂fe
∂v
(z, v) = k
∂fe
∂v
(z, v) , (3.138)




(z, v) = [ae(z).k]
∂fe
∂v
(z, v) = |ae(z)| cos θ ∂fe
∂v
(z, v) , (3.139)
ou` θ = angle (v,k).
3.5 Re´organisation du terme de source
La de´composition du terme de source de l’e´quation cine´tique des e´lectrons (ECE) en ses com-
posantes e´lastique, ine´lastique et radiative est physiquement claire et bien adapte´e aux calculs
nume´riques, ce qui explique que nous conserverons l’e´criture (3.2) dans les prochains chapitres.
On peut ne´anmoins re´organiser ce terme de source pour faire apparaˆıtre plus clairement la
structure mathe´matique de l’ECE, qui est celle des e´quations de la the´orie du transport. Il suffit
de distinguer, dans Σe, trois composantes :
– le terme d’e´mission des e´lectrons par photoionisation Ee, donne´ par (3.85, 3.87),
– le terme d’absorption par recombinaison radiative −Kefe, ou` le coefficient d’absorption Ke
est donne´ par (3.86, 3.88),
– le terme de diffusion Σsca par les collisions e´lastiques, ine´lastiques et photoniques (ff, diffusion
Thomson) :
Σsca = Σel +Σinel +Σff +ΣT . (3.140)
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D’ou`
Σe(z,ve) = Ee(z,ve)− ne(z)Ke(z,ve)fe(z,ve) + Σsca(z,ve) . (3.141)























σsca = σel + σinel + σff + σT . (3.144)
Regroupant le coefficient d’absorption et le coefficient de diffusion inte´gre´ en un coefficient
d’extinction χe des e´lectrons,
χe(z,ve) = Ke(z,ve) + σsca(z,ve) , (3.145)
on pourra e´crire le membre de droite de l’ECE sous la forme finale suivante :









qui est celle des termes de source des e´quations de la the´orie du transport [33]. Le premier terme
dans le membre de droite de (3.146) de´crit l’e´mission des e´lectrons par photoionisation, le second
terme leur extinction par recombinaison radiative ou par diffusion, et le troisie`me leur diffusion au
cours de collisions e´lastiques, ine´lastiques et photoniques.
L’ECE apparaˆıt alors comme une e´quation inte´grodiffe´rentielle en la fdv fe. Cette e´quation
est non line´aire car le coefficient de diffusion σsca de´pend explicitement de fe. Cette de´pendance
provient du processus de recombinaison a` trois corps et de la diffusion e´lastique des e´lectrons sur
eux-meˆmes.
Le couplage de l’ECE avec l’e´quation de transfert s’effectue explicitement par le processus de
photoionisation et son inverse, qui cre´ent des e´lectrons ou les font disparaˆıtre, et par les transi-
tions e´lastiques mettant en jeu des photons (transitions ff, diffusion), qui les de´vient. Un couplage
implicite existe e´galement par les populations ni des atomes, puisqu’elles de´pendent du champ
radiatif.
3.6 Simplification de l’e´quation
Il est naturel de faire passer l’acce´le´ration radiative dans le membre de gauche de l’ECE, sa





[ne(z)fe(z,ve)] + ne(z) [ge(z,ve) + ae(z)] .
∂
∂ve
fe(z,ve) = Σel(z,ve) + Σinel(z,ve)
+Σbfb(z,ve) + Σff (z,ve) .
(3.147)
Au chapitre 5 (section 5.3), nous envisagerons la re´solution de cette e´quation prive´e de son membre
de gauche, qui devient isotrope lorsque la fdv des e´lectrons est isotrope
Σel(z, ve) + Σinel(z, ve) + Σbfb(z, ve) + Σff (z, ve) = 0 . (3.148)
Cette simplification conduit a` une ECE locale, c’est-a`-dire dans laquelle la variable z n’est pas
transforme´e.
Le but de cette section est de de´gager les circonstances qui permettent une telle approximation.
3.6. SIMPLIFICATION DE L’E´QUATION 65
3.6.1 Terme d’e´coulement
Le terme d’e´coulement de l’ECE ve´rifie la condition∣∣∣∣ve. ∂∂z [ne(z)fe(z,ve)]
∣∣∣∣ ≤ |ve| ∂∂z [ne(z)fe(z,ve)]ne(z)fe(z,ve) ne(z)fe(z,ve) ≈ |ve|H(z)ne(z)fe(z,ve) , (3.149)
ou` H(z) de´signe l’e´chelle de hauteur pour la densite´ ou la tempe´rature e´lectronique, que nous sup-
poserons du meˆme ordre de grandeur (elles sont e´gales dans l’approximation isobare : ne(z)T (z) =
cte).
Le terme de collision e´lastique des e´lectrons est de l’ordre de (neνefe)(z, ve), ou` νe(z, ve) est la
fre´quence de collision e´lastique a` la vitesse conside´re´e. On peut donc ne´gliger le terme d’e´coulement
de l’ECE par rapport au terme de collision e´lastique situe´ dans le membre de droite si (ve/H)nefe ¿
neνefe, soit λe = ve/νe ¿ H : le libre parcours moyen (lpm) des e´lectrons doit eˆtre bien plus petit
que l’e´chelle de hauteur de l’atmosphe`re, a` tous les niveaux z et pour toutes les vitesses e´lectroniques
ve. Cette condition semble bien remplie dans les couches moyennes de la photosphe`re solaire, ou`
la fre´quence de collision des e´lectrons est de l’ordre de 108 s−1 a` la vitesse thermique des e´lectrons
(d’ou` un lpm de l’ordre du cm) et l’e´chelle de hauteur H est de l’ordre de 150 km. Nous allons
voir, en utilisant le comportement asymptotique des fre´quences de collision (section 3.2.3), que ce
re´sultat est encore vrai a` toutes les vitesses e´lectroniques.
Pour les e´lectrons de vitesse infe´rieure a` leur vitesse thermique, la fre´quence de collision e− e
ou e − + est constante et a` peu pre`s e´gale a` sa valeur a` la vitesse thermique v¯e, et la fre´quence
de collision e − H est plus importante que sa valeur a` la vitesse thermique. Comme le terme
d’e´coulement est proportionnel a` la vitesse, donc plus faible que sa valeur a` la vitesse thermique,
ce terme est bien ne´gligeable par rapport au terme de collisions e´lastiques.
Pour les e´lectrons de vitesse supe´rieure a` la vitesse thermique v¯e, la fre´quence de collision
e − e ou e − + est inversement proportionnelle au cube de la vitesse, alors que la fre´quence de
collisions e-H est inversement proportionnelle a` la vitesse. Le terme d’e´coulement e´tant toujours
proportionnel a` la vitesse, il prend de plus en plus d’importance. Nous avons besoin de connaˆıtre
la fdv des e´lectrons a` des vitesses au maximum e´gales a` 2 ou 3 fois la vitesse d’ionisation de
l’hydroge`ne a` l’e´tat fondamental, qui correspond a` une tempe´rature de l’ordre de 15×105K. Cette
vitesse d’ionisation est donc de l’ordre de 5 fois la vitesse thermique de la photosphe`re solaire
(T = 6000K). Pour ve = 3× 5× v¯e, la fre´quence de collisions des e´lectrons est au plus divise´e par
153, donc leur lpm est multiplie´ par 154 ∼ 5× 104. Ce lpm, qui e´tait de l’ordre du cm a` la vitesse
thermique, est donc de l’ordre de 5 × 104 cm = 0.5 km, ce qui correspond a` 0.3 % de l’e´chelle de
hauteur H ∼ 150 km.
3.6.2 Terme de force
Dans une atmosphe`re stellaire, le champ d’acce´le´ration exte´rieur ge est duˆ a` la pre´sence
e´ventuelle d’un champ magne´tique ou e´lectrique, et a` la gravite´ a` la surface de l’e´toile : ge =
ge,magn + ge,elec + ge,grav.
– L’acce´le´ration magne´tique ge,magn est proportionnelle a` ve ∧ B, donc paralle`le au plan de
stratification si le vecteur B est normal a` ce plan, ce qu’impose la syme´trie plan-paralle`le.
Le produit scalaire ge,magn.(∂fe/∂ve) est donc nul si la fdv des e´lectrons est isotrope (car
∂fe/∂ve est perpendiculaire au plan de stratification).
– Le champ e´lectriqueE est un champ de polarisation provoque´ par le de´placement des e´lectrons
des re´gions les plus chaudes de l’atmosphe`re vers les re´gions les plus froides. Il est donc lie´ a`
l’existence d’un gradient de tempe´rature et dirige´ dans la direction oppose´e a` ce gradient. Le
courant conductif des e´lectrons doit eˆtre exactement contrebalance´ par un courant inverse
duˆ au champ e´lectrique, de sorte que la densite´ de courant e´lectrique je soit nulle [111]. Si
on adopte pour cette dernie`re l’expression de Spitzer et Harm [111, Eq. 25]
je(z) = σEE(z) + αT
∂
∂z
T (z) , (3.150)
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ou` le rapport αT /σE est inde´pendant des conditions locales, d’apre`s Ljepojevic et Burgess
















– Dans la photosphe`re solaire, pour une tempe´rature de 6000K et une e´chelle de hauteur de
la tempe´rature de 150 km, on obtient un gradient de tempe´rature de T/H ∼ 0.04 degre´ par
me`tre, d’ou` une force e´lectrique Fe,elec = eE de l’ordre de 4.3× 10−35N sur chaque e´lectron.
– Le champ d’acce´le´ration gravitationnelle ge,grav est de l’ordre de GM/R
2, ou` G est la
constante de la gravitation (6.67 × 10−11 unite´s SI), M la masse de l’e´toile et R son rayon.
Dans le cas du soleil, M = M¯ ∼ 2 × 1030 kg et R = R¯ ∼ 7 × 108m, d’ou` Fe,grav =
mege,grav ∼ 2.5× 10−28N.
L’autre terme figurant dans le terme de force de l’ECE (3.147) provient de l’acce´le´ration radiative
ae applique´e aux e´lectrons libres par suite des e´changes d’impulsion entre e´lectrons et photons
au cours du processus de diffusion Thomson. On peut estimer grossie`rement cette acce´le´ration
radiative en remplac¸ant, dans le membre de droite de sa de´finition (3.136), le flux inte´gre´ Fr par
σT 4eff , ou` σ est la constante de Stefan (5.67 × 10−8 unite´s SI) et Teff la tempe´rature effective
de l’e´toile. La section efficace de diffusion Thomson est constante et vaut 6.652 × 10−29m2. On
obtient une force radiative Fe,rad = me|ae| de l’ordre de 2 × 10−28N, donc comparable a` la force
gravitationnelle.
Dans le terme de force de l’ECE figure le gradient de la fdv fe par rapport a` la vitesse, qui
est e´gal a` (−meve/kT )fe pour une fdv maxwellienne des e´lectrons, ce qui fournit une premie`re
estimation.
Le terme de force de l’ECE est ne´gligeable devant le terme de collisions e´lastiques lorsque
ne|ge + ae|meve
kT
fe ¿ neνefe , (3.154)
ou` νe de´signe la fre´quence de collisions e´lastiques des e´lectrons a` la vitesse conside´re´e. On peut
encore e´crire, en introduisant le lpm moyen des e´lectrons λe = ve/νe :
me|ge + ae|λe ¿ kT , (3.155)
ce qui signifie que le travail des forces applique´es aux e´lectrons sur un lpm doit eˆtre bien plus faible
que leur e´nergie cine´tique moyenne. Dans le cas de la photosphe`re solaire, me|ge + ae| ∼ 10−28N
et, si on prend λe ∼ 1 cm et T ∼ 104K, le membre de gauche de (3.155) est de l’ordre de 10−30 J,
alors que le membre de droite est de l’ordre de kT ∼ 1.38× 10−19 J.
3.7 Le me´canisme de non thermalisation des e´lectrons
L’e´quation cine´tique des e´lectrons, de la forme de Boltzmann inte´gro-diffe´rentielle habituelle,
peut eˆtre mise sous une forme simple graˆce au mode`le BGK, a` l’expression (Eq. 3.146), et a` la







ou` nous avons supprime´ la de´pendance en z car l’ECE est locale en z et chacune des quantite´s
de (Eq. 3.156) en de´pend. Σ+(v) de´crit tous les processus ine´lastiques (collisionnels ou radiatifs)







′, v) + σff (v′, v) + σT(v′, v)] fe(v′) dv′ , (3.157)
Σ−(v) repre´sente les processus inverses des pre´ce´dents, qui de´truisent un e´lectron de vitesse v :
Σ−(v) = Ke(v) + σinel(v) + σff (v) + σT(v) . (3.158)
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et νe(v) est la fre´quence de collisions e´lastiques des e´lectrons avec les autres particules (Eq. 3.45).
D’apre`s l’expression (Eq. 3.156), la fdv des e´lectrons est une maxwellienne a` laquelle on ajoute
une contribution non maxwellienne provenant des processus ine´lastiques, contribution qui peut eˆtre
nulle ou non.
Dans les re´gions ou` l’atmosphe`re est en ETL, tous les processus ine´lastiques respectent le
principe de la balance de´taille´e, issu de la micro-re´versibilite´ des transitions quantiques : nous
observons autant d’e´lectrons cre´e´s a` une vitesse v que d’e´lectrons disparaissant de cette meˆme
vitesse. Ainsi le nume´rateur Σ+(v) − Σ−(v)fMe (v) de l’e´quation (3.156) est strictement nul, et la
fdv des e´lectrons est maxwellienne. Dans les re´gions hors-ETL, le principe de la balance de´taille´e
n’est plus ve´rifie´, le nume´rateur de l’e´quation (3.156) est diffe´rent de ze´ro, et la fdv des e´lectrons
n’est plus maxwellienne.
Pour que la fdv des e´lectrons s’e´carte sensiblement de la distribution maxwellienne, il faut de
plus que le rapport Σ+(v)/νe(v) ne soit pas ne´gligeable. Les collisions ine´lastiques doivent eˆtre aussi
fre´quentes que les collisions e´lastiques. Ce rapport est la plupart du temps ne´gligeable pour des
vitesses thermiques v = v¯e, et devient important pour de grandes vitesses et un degre´ d’ionisation
faible. Nous avons de´crit l’influence d’une situation hors-ETL sur la fdv des e´lectrons. Il existe un
deuxie`me effet, appele´ effet feedback, tre`s bien explique´ dans la monographie e´crite par J. Oxenius
[78], qui tend a` amplifier l’e´cart de la fdv des e´lectrons a` la maxwellienne. Cet effet indique qu’une
fdv maxwellienne des e´lectrons est une distribution instable, et que toute perturbation entraˆınera
un e´tat d’e´quilibre non maxwellien.
Chapitre 4
Les e´quations de transport des
particules lourdes
4.1 Forme ge´ne´rale
Dans un milieu hors e´quilibre, la fdv (normalise´e) fi = fi(r,v, t) des particules de type i ve´rifie










[ni(r, t)fi(r,v, t)] = Σi(r,v, t) , (4.1)
ou` gi(r,v, t) est l’acce´le´ration moyenne de la particule, et Σi(r,v, t) est le terme de source provenant
des collisions.
Dans le re´fe´rentiel du laboratoire, qui est un re´fe´rentiel d’inertie, l’acce´le´ration gi est le quotient




Fi(r,v, t) . (4.2)
La force Fi peut eˆtre d’origine gravitationnelle, e´lectrique ou magne´tique
Fi(r,v, t) = mig(r, t) + qiE(r, t) + qiv ∧B(r, t) , (4.3)
les champs gravitationnel, e´lectrique et magne´tique e´tant respectivement g, E et B (unite´s SI). On
a ne´glige´ la contribution a` la force Fi des moments e´lectriques et magne´tiques d’ordre supe´rieur a`
un. Il re´sulte de (4.3) que
∂
∂v
.Fi(r,v, t) = 0 . (4.4)
Les trois champs qui entrent dans la de´finition (4.3) de la force se de´composent en une partie
auto-consistante et une partie exte´rieure. La premie`re fait intervenir les fonctions de distribution
de tous les types de particule en tous les points (→ couplages), alors que la seconde est donne´e (cf.
[78, p. 37]).
Le terme de source Σi de l’e´quation (4.1) provient des collisions e´lastiques, des collisions ine´las-
tiques, et des interactions avec les photons (e´mission, absorption, diffusion). Il a la meˆme forme
que le terme de source (3.146) des e´lectrons, soit
Σi(r,v, t) = Ei(r,v, t)− ni(r, t)χi(r,v, t)fi(r,v, t) + ni(r, t)
∫
σi(r,v
′,v, t)fi(r,v′, t) dv′ , (4.5)
les trois termes dans le membre de droite de (4.5) de´crivant l’e´mission, l’extinction et la diffusion
des particules respectivement. L’extinction χi comprend l’absorption (coefficient Ki) et la diffusion
(coefficient σi inte´gre´)





′, t) dv′ . (4.7)
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L’e´quation de transport des particules de type i est le moment d’ordre 0 de l’e´quation cine´tique
(4.1), c’est-a`-dire l’e´quation obtenue par inte´gration de cette dernie`re sur v.
Le terme
∫
[∂(nifi)/∂t] dv est e´gal a` ∂ni/∂t, ou` ni est la densite´ nume´rique des particules de
type i, le terme
∫
v.[∂(nifi)/∂r] dv co¨ıncide avec ∂(niui)/∂r, ou` ui = ui(r, t) est la vitesse moyenne
des particules i (voir section 1.2) et le terme
∫
gi.[∂(nifi)/∂v] dv est nul a` cause de (4.4).
L’inte´gration sur v du membre de droite de (4.1) fait disparaˆıtre les termes de diffusion, a` cause
de (4.7) et pour des raisons physiques claires. Il reste, dans le membre de droite de (4.5), les termes
d’e´mission et d’absorption inte´gre´s sur v.






(niui) (r, t) =
∫
Ei(r,v, t) dv − ni(r, t)
∫
Ki(r,v, t)fi(r,v, t) dv . (4.8)
4.2 Cas des atmosphe`res stellaires
Dans une atmosphe`re plan-paralle`le statique et stationnaire en moyenne, le terme ∂ni/∂t peut
eˆtre ne´glige´ dans le membre de gauche de l’e´quation (4.8), ce qui permet de ne plus mentionner la
variable de temps. On suppose donc que les temps de relaxation des diverses densite´s ni, c’est-a`-dire
les dure´es caracte´ristiques sur lesquelles elles relaxent vers des densite´s a` peu pre`s stationnaires, sont
bien plus courts que les dure´es typiques d’e´volution des grandeurs macroscopiques de l’atmosphe`re.
Une estimation de ces temps de relaxation peut eˆtre trouve´e dans Biberman et al. [9, section 4],
qui montrent qu’ils sont effectivement tre`s courts.
Le rayon-vecteur r peut e´galement eˆtre remplace´e par la profondeur ge´ome´trique z. L’e´quation





Ei(z,v) dv − ni(z)
∫
Ki(z,v)fi(z,v) dv . (4.9)
Pour expliciter le membre de droite, on remarque que les particules lourdes d’un type donne´
ne peuvent eˆtre cre´e´es ou de´truites qu’au cours d’une excitation ou d’une ionisation (collisionnelle
ou radiative), si on ne prend en compte que les collisions ine´lastiques e´nume´re´es a` la section 1.3.
Comme les particules lourdes ont e´te´ suppose´es stationnaires (c’est-a`-dire de vitesse constante) au
cours de leurs collisions ine´lastiques avec des photons ou des e´lectrons, une particule (i,v) est cre´e´e
par transformation d’une particule j ayant la vitesse v avant collision, ou se transforme en une










ou` les Pij(z) de´signent les taux de transition moyens de l’e´tat i a` l’e´tat j, c’est-a`-dire les probabilite´s
que les transitions aient lieu dans l’unite´ de temps au point z. Dans les expressions pre´ce´dentes, la
somme sur j porte sur tous les e´tats lie´s d’un meˆme atome (j 6= i) et sur le continuum (j = +).











Lorsqu’on peut ne´gliger les termes d’e´coulement situe´s dans le membre de gauche, ce que nous






Elles signifient que chaque type de particule n’est cre´e´ nulle part en moyenne dans un milieu
stationnaire et statique (en moyenne e´galement). Ces e´quations (4.13) sont line´airement de´pen-
dantes : on obtient 0 = 0 en sommant ces e´quations sur i. Cette proprie´te´ implique que la densite´
de particules lourdes n0 (Eq. 1.6) est a` tout moment conserve´e par ces e´quations.
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4.3 Les taux de transition
Se´parant les processus collisionnels des processus radiatifs, on e´crira
Pij(z) = Cij(z) +Rij(z) . (4.14)
4.3.1 Les taux collisionnels







e dve , (4.15)
ou` qij(ve) de´signe la section efficace inte´gre´e de la collision. Son expression pour les e´tats lie´s de
l’atome d’hydroge`ne est donne´e dans l’annexe A ( Eq. A.89). Le domaine d’inte´gration est ]ζij ,+∞[
si i < j, et ]0,+∞[ sinon.
Lorsque la fdv des e´lectrons est maxwellienne, la relation de re´ciprocite´ (A.87) entre sections
efficaces et le fait que
fMe (z, ζie,je(ve)) = f
M






ou` la vitesse ζie,je(ve) est de´finie par (A.86), entraˆınent la relation de re´ciprocite´ suivante entre
taux :
Cji(z) = θij(z)Cij(z) , (4.17)
le facteur de Boltzmann θij(z) ayant e´te´ de´fini en (C.3).
Ces relations sont valables pour i et j quelconques.
Les taux d’ionisation collisionnelle et de recombinaison a` trois corps en pre´sence d’e´lectrons





























e dve , (4.20)












Cette expression se simplifie car la fdv des e´lectrons est isotrope : elle fait apparaˆıtre la section























Pour une fdv maxwellienne des e´lectrons, la relation (3.74) montre que
C+i(z) = θi+(z)Ci+(z) . (4.23)
le coefficient θi+ e´tant de´fini par (C.3).
Cette relation n’est vraie qu’en pre´sence d’e´lectrons a` la fois thermalise´s et rapides lorsque on
ne fait pas d’hypothe`ses sur la fdv des atomes, hypothe`ses peut-eˆtre contradictoires si des e´carts
importants a` la distribution de Maxwell sont attendus aux grandes vitesses e´lectroniques. Dans ces
conditions, on peut penser que les e´lectrons qui ionisent sont rapides mais non thermalise´s, et ceux
qui se recombinent sont non rapides et thermalise´s.
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4.3.1.1 Relation avec les taux e´lectroniques
Les collisions ine´lastiques envisage´es e´tant ne´cessairement accompagne´es de la diffusion d’un
e´lectron sur une particule lourde, on a la relation
Cij(z) = ne(z)
∫
fe(z, ve)Cij(z,ve) dve , (4.24)
valable pour tout i 6= j. Le coefficient inte´gre´ de diffusion ine´lastique des e´lectrons est de´fini par
(3.58) pour i et j 6= +, par (3.59) pour j = +, et par (3.60, 3.61, 3.62) pour i = +. Dans les deux
premiers cas, il est inde´pendant de z.
4.3.1.2 Atmosphe`re en ETL
A l’ETL, il y a micro-re´versibilite´ des processus collisionnels, d’ou`
ni(z)Cij(z) = nj(z)Cji(z) (ETL) , (4.25)
conforme´ment a` (Eqs. 4.17, 4.23, C.1, C.2).
4.3.2 Les taux radiatifs
Les taux radiatifs Rij ve´rifient, pour une transition bb entre deux niveaux i < j [69, 78] :
Rij(z) = Bij J¯ij(z) , (4.26)
et
Rji(z) = Aji (1 + λji(z)) , (4.27)




J(z, ν)Φij(z, ν) dν , (4.28)










qui renseigne sur l’importance du rayonnement e´mis de fac¸on stimule´e.
On a utilise´ le fait que les profils moyens e´taient isotropes et co¨ıncidaient (RCF).
La relation (4.27) est souvent e´crite sous la forme
Rji(z) = Aji +BjiJ¯ij(z) , (4.30)











σi+(ν) dν , (4.32)
et













ou` J(z, ν) est l’intensite´ moyenne du champ radiatif et σi+(ν) la section efficace de photoionisation.
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le coefficient θi+ e´tant de´fini par (C.3).
Il est facile de voir que
Ri+(z) =
∫




fe(z, ve)R+i(z,ve) dve , (4.36)
ce qui est physiquement clair. Les taux d’e´jection Ri+(z,ve) et de capture R+i(z,ve) des e´lec-
trons ont e´te´ de´finis en (3.87) et (3.88) respectivement. La relation de re´ciprocite´ (A.21) permet
























































Me´thode de re´solution des
e´quations du proble`me
5.1 Retour sur le mode`le. Fermeture des e´quations
5.1.1 Introduction
Nous re´solvons le proble`me suivant : une atmosphe`re stellaire de syme´trie plan-paralle`le est
e´claire´e sur une face par un rayonnement incident connu, l’autre face donnant sur le vide inter-
stellaire. Elle est constitue´e d’atomes d’hydroge`ne dans leurs N premiers e´tats lie´s, de protons,
d’e´lectrons libres et de photons. Son degre´ d’ionisation est a priori quelconque : il fait partie des
grandeurs a` calculer. Les interactions entre particules (photons compris) sont celles de la section
1.3, les sections efficaces correspondantes e´tant explicite´es dans l’annexe A.
L’e´paisseur ge´ome´trique Z de l’atmosphe`re est choisie suffisamment grande pour que le rayonne-
ment incident sur la face interne puisse eˆtre e´crit dans l’approximation de la diffusion : les relations
(2.19) et (2.26) sont donc valables sur la couche Z.
Toutes les particules mate´rielles sont cense´es avoir, en chaque point, la meˆme e´nergie cine´tique
moyenne, qui de´finit la tempe´rature de l’atmosphe`re au point conside´re´. C’est cette tempe´rature T
qui apparaˆıt dans les conditions aux limites (2.19, 2.26), et dans la maxwellienne figurant dans le
terme de collisions e´lastiques des e´lectrons (mode`le BGK) : Eqs. (3.12, 3.43). Le but des mode`les
que nous construisons au chapitre 6 est d’e´tudier l’ influence sur la fdv des e´lectrons de l’effet de
fuite des photons par la surface de l’atmosphe`re. Pour mettre en e´vidence cet effet, nous e´tudions
un mode`le d’atmosphe`re de tempe´rature T et de densite´ de particules lourdes n0 constantes dans
toute l’atmosphe`re, et donne´es.
Les inconnues du proble`me sont l’intensite´ spe´cifique I du champ radiatif, la fdv des e´lectrons fe,
les populations atomiques ni, la densite´ de protons n+ et la densite´ e´lectronique ne. Les e´quations
sont l’e´quation de transfert, l’e´quation cine´tique des e´lectrons, et les N e´quations de l’e´quilibre
statistique1. Nous avons donc N +4 inconnues pour N +2 e´quations : il manque 2 e´quations pour
fermer le syste`me. Ces e´quations sont :
1. la condition de neutralite´ e´lectrique locale de l’atmosphe`re
ne(z) = n+(z) , (5.1)
2. le fait qu’aucune particule n’est cre´e´ ou de´truite par les collisions e´tudie´es dn0/dt = 0,
entraˆınant la condition n0(z) = cte :
n+(z) = n0(z)− nH(z) , (5.2)





1Il y a en fait N + 1 e´quations de l’e´quilibre statistique : N pour les e´tats lie´s de l’atome d’hydroge`ne et une
pour les protons. Mais cette dernie`re se de´duit des N pre´ce´dentes par addition. Il y a donc bien N e´quations
inde´pendantes.
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5.1.2 L’e´quation de l’e´quilibre hydrostatique
Les atmosphe`res d’e´toiles statiques sont en e´quilibre hydrostatique, ce qui entraˆıne que les
forces de pression sont e´quilibre´es par les forces gravitationnelles en tout point de l’atmosphe`re.
Cette condition permet de calculer la densite´ totale de particules dans l’atmosphe`re. Comme nous
e´tudions un mode`le d’atmosphe`re a` densite´ de particules lourdes n0 constante, nous ne re´soudrons
pas cette e´quation, mais nous en donnons une forme simple qui pourra eˆtre utilise´e pour des calculs
futurs. Cette condition s’e´crit
d
dz
P (z) = ρ(z)g(z) , (5.4)
ou` P de´signe la pression totale du gaz, ρ la masse volumique et g l’acce´le´ration gravitationnelle.
La pression totale P comprend la pression cine´tique Pc et la pression de radiation Pr
P (z) = Pc(z) + Pr(z) (5.5)
en ne´gligeant la pression microturbulente. La pression cine´tique Pc peut eˆtre calcule´e a` l’aide de
la relation des gaz parfaits, car les atmosphe`res stellaires sont des milieux tre`s dilue´s assimilables
a` des plasmas cine´tiques classiques. D’ou`
Pc(z) = n(z)kT (z) , (5.6)
ou` k est la constante de Boltzmann et n la densite´ particulaire totale de´finie par (Eq. 1.5).











I(z, µ, ν)µ2 dνdµ . (5.7)





mini(z) +m+n+(z) +mene(z) ≈ mHn0(z) , (5.8)
ou` mH est la masse d’un atome d’hydroge`ne, constante pour tout e´tat excite´ (on ne´glige l’e´nergie
de liaison).





ou` G est la constante de la gravitation universelle etM(r) la masse de la sphe`re de rayon r = R+z.
Dans une atmosphe`re d’extension ge´ome´trique ne´gligeable par rapport au rayon de l’e´toile et de
masse ne´gligeable par rapport a` la masse de l’e´toile, on peut remplacer z par 0 dans (5.9), qui
devient




ou` M et R sont la masse et le rayon de l’e´toile (g = acce´le´ration gravitationnelle a` la surface de
l’e´toile).
L’inte´gration de l’e´quation de l’e´quilibre hydrostatique (5.4) donne, compte tenu de (5.10)
P (z) = P (Z)− g
∫ Z
z
ρ(z′) dz′ , (5.11)
ou` P (Z) de´signe la pression sur la face interne z = Z, qui est donne´e. On peut re´e´crire cette











′) dz′ . (5.12)




eff [113]. Lorsque la pression de radiation est ne´gligeable par rapport a` la pression cine´tique,







¿ 1 , (5.13)
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′) dz′ . (5.14)
Cette e´quation (5.14) est une e´quation inte´grale line´aire a` une variable pour la fonction inconnue
n0. On peut la re´soudre soit en de´composant la fonction n0 sur une base de fonctions orthogonales,
soit par ite´ration, soit de proche en proche en partant de la couche Z.
5.2 L’e´quation de transfert
Dans une atmosphe`re plan-paralle`le statique et stationnaire, l’e´quation de transfert s’e´crit sous
la forme (2.8)-(2.13), les conditions aux limites e´tant donne´es par (2.15)-(2.18).
5.2.1 Introduction de la variable de profondeur optique
La variable de profondeur optique est de´finie par la relation





χ(z′, ν) dz′ , (5.16)
Puisque χ(z, ν) > 0 pour tout z, l’application τ est une bijection continue strictement croissante




χ(z′, ν) dz′ > 0 (5.17)
est l’e´paisseur optique de l’atmosphe`re a` la fre´quence ν.
On pourra donc remplacer la variable de profondeur ge´ome´trique z par la variable de profondeur





(τ, µ, ν) = I(τ, µ, ν)− S(τ, ν) , (5.18)
ou` la fonction source S a une composante de´crivant le rayonnement direct des sources internes
S∗ = E/χ et une composante de´crivant le rayonnement diffuse´ sur la couche τ , soit
S(τ, ν) = S∗(τ, ν) + [1− ²(τ, ν)] J(τ, ν) . (5.19)
Les conditions aux limites sont les suivantes :
I(0, µ, ν) = 0 siµ < 0 , (5.20)
et
I(τ0, µ, ν) = Bν (T (Z)) [1 + ξ(ν)µ] (−1 ≤ µ ≤ +1) . (5.21)













(T (Z)) > 0 , (5.22)
qui mesure le degre´ d’anisotropie du rayonnement pe´ne´trant par la face z = Z (ξ = 0 pour un
rayonnement isotrope). Ce parame`tre se de´duit de la donne´e de la tempe´rature interne T (Z) et de
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[∂Bν/∂T ] (T (Z)) /χ(Z, ν) dν∫ +∞
0











(T (Z)) dν (5.24)
ou` σ est la constante de Stefan et le de´nominateur du premier membre de droite de (5.24) est




Bν(T ) dν =
1
pi
σT 4 . (5.25)
.
La relation (5.22) n’est vraie que si l’atmosphe`re est en e´quilibre radiatif, ce que nous supposons.
Le flux inte´gre´ sur la couche Z, qui se de´duit imme´diatement de la deuxie`me relation (2.26), est
alors conserve´ dans l’atmosphe`re et vaut T 4eff , ce qui de´termine le gradient de tempe´rature sur la
couche Z et permet de de´duire (5.22) de (5.21).
5.2.2 Solution exacte de l’e´quation de transfert
Nous avons choisi de re´soudre le proble`me (5.18)-(5.21) pour un parame`tre de destruction des
photons ² spatialement constant, ce qui permet d’utiliser les solutions exactes de´veloppe´es par le
groupe Transfert du CRAL aussi bien dans le continu que dans les raies si elles sont suppose´es
grises. La solution de l’ET peut alors eˆtre e´value´e nume´riquement avec pre´cision, car l’essentiel du
calcul a e´te´ effectue´ analytiquement. Un algorithme pre´cis pour re´soudre l’ET est indispensable a`
la convergence rapide de la solution ite´rative du proble`me que nous nous posons.
Notre choix s’appuie e´galement sur l’ide´e que la solution de l’ET ne de´pend peut-eˆtre pas
de fac¸on critique de la variation spatiale de ², ce qui ressort de l’analyse d’Athay [1, p. 48]. Il
convient pourtant d’eˆtre prudent sur ce dernier point, car le parame`tre ² joue un roˆle crucial dans
la re´solution de l’ET. Nous avons donc l’intention de faire des calculs tenant compte de la variation
spatiale de ce parame`tre : cf. la conclusion, section 7.1.2.
Nous de´crivons donc le champ radiatif sur une couche τ en conside´rant que l’atmosphe`re a, sur
la totalite´ de son e´tendue, un parame`tre ² constant e´gal a` sa valeur sur la couche τ . Cela n’empeˆche
pas, bien suˆr, ² de varier d’une couche a` l’autre.
Dans ces conditions, l’unique solution du proble`me (5.18)-(5.21) s’e´crit sous la forme [91, 93, 94] :





















δˆ(τ ′ − τ, µ) + 2piG(0)1 (τ ′, τ, µ)
]
S∗(τ ′) dτ ′ , (5.26)
ou` Y est la fonction de Heaviside de´finie par (2.33) et δˆ de´signe la fonction









de´finie pour τ et µ 6= 0 (sg est la fonction signe sg(x) = x/|x|). Pour alle´ger les notations, nous
n’explicitons plus la de´pendance par rapport a` la fre´quence, car la fre´quence n’est pas transforme´e




′, τ, µ) est le moment d’ordre n, par rapport a` la deuxie`me variable µ′, de la fonction de




′, τ, µ) =
∫ +1
−1
G(τ ′, µ′, τ, µ)µ′n dµ′ (n = 0, 1 ou 2) . (5.28)
La fonction de Green G(τ ′, µ′, τ, µ) dont il est question ici se de´duit aise´ment de la fonction de
Green G(a, b, τ ′, u′, τ, u) introduite et calcule´e dans [94] : il suffit de remplacer, dans cette dernie`re,
l’albe´do a par 1− ²(τ), l’e´paisseur optique b par τ0, u′ par −µ′ et u par −µ2. On a donc
G(τ ′, µ′, τ, µ) = G(1− ²(τ), τ0, τ ′,−µ′, τ,−µ) , (5.29)
2Ces changements de signe u = −µ et u′ = −µ′ proviennent du fait que les atmosphe`res stellaires sont oriente´es
positivement vers l’exte´rieur des e´toiles, contrairement a` la convention adopte´e dans [91, 93, 94], qui est celle de la
plupart des physiciens du transfert.
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et nous renvoyons a` [94] pour des de´tails sur la fonction de Green.
Le premier terme dans le membre de droite de (5.26) de´crit le champ (direct + diffus) issu du
rayonnement incident sur la face τ = τ0, et le deuxie`me terme le rayonnement (direct + diffus)
issu des sources thermiques internes.
En pratique, nous n’aurons pas besoin de calculer la fonction de Green, mais seulement ses
moments par rapport aux variables angulaires, beaucoup plus faciles a` e´valuer nume´riquement.
Les moments par rapport a` la variable µ′ figurent de´ja` dans l’intensite´ spe´cifique. Les moments par




I(τ, µ)µp dµ (p ≥ 0) , (5.30)
qui sont les seuls a` nous inte´resser dans la suite. En principe, la mode´lisation d’une atmosphe`re
stellaire fait intervenir les moments d’ordre p = 0, 1 ou 2, qui de´finissent l’intensite´ moyenne, le








En fait, seule l’intensite´ moyenne interviendra dans notre proble`me, compte tenu des hypothe`ses
ge´ne´rales de la the`se. Introduisons les moments doubles suivants :





G(τ ′, µ′, τ, µ)µ′nµp dµ′dµ , (5.32)
avec n ou p = 0, 1 ou 2, et substituons l’expression (5.26) de l’intensite´ spe´cifique dans (5.30). En







µk dµ = Ek+2(τ0 − τ) , (5.33)
et ∫ 1
−1
δˆ(τ ′ − τ, µ)µk dµ = [sg(τ ′ − τ)]k Ek+1(|τ ′ − τ |) , (5.34)









µk−2 dµ (k ≥ 0) , (5.35)
on obtient l’expression suivante des moments de l’intensite´ spe´cifique
Ip(τ) = Bν [T (τ0)]
{










[sg(τ ′ − τ)]pEp+1(|τ ′ − τ |) + 2piG(0,p)(τ ′, τ)
}
S∗(τ ′) dτ ′ . (5.36)
On notera que ces moments sont beaucoup plus faciles a` e´valuer nume´riquement que l’intensite´
elle-meˆme, a` cause de l’effet re´gularisant de l’inte´gration angulaire sur µ, que l’on peut effectuer
de fac¸on exacte.
Le calcul des moments doubles de la fonction de Green est un exercice complique´, sur lequel nous
passerons dans cette the`se. Ce calcul ne´cessite une bonne connaissance des fonctions auxiliaires
exprimant la solution de l’e´quation de transfert dans un milieu plan-paralle`le. Les expressions
obtenues sont donne´es dans l’annexe C.3. Ces formules sont ensuite inse´re´es dans (5.36), ce qui
fait disparaˆıtre les termes de´crivant le champ direct issu des sources (externes et internes). Cela
provient du fait que la fonction de Green du champ diffus a e´te´ calcule´e comme le diffe´rence de la
fonction de Green du champ total et de celle du champ direct.
Nous donnons directement les expressions obtenues en faisant p = 0, 1 et 2 dans la formule
ge´ne´rale, ce qui donne l’intensite´ moyenne, le flux radiatif et la pression de radiation d’apre`s
(5.31). Les formules obtenues sont valables en tout point τ de l’atmosphe`re, y compris sur les plans
frontie`re. Mais elles se simplifient sur ces deux plans, a` cause des proprie´te´s des fonctions auxiliaires
pre´cise´es dans l’annexe C.3. Nous donnons pour les trois moments les expressions ge´ne´rales et
leurs versions simplifie´es sur les deux plans-frontie`re, ces dernie`res fournissant d’excellents tests
nume´riques pour les formules donnant le champ inte´rieur.
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5.2.2.1 Moment d’ordre 0 : l’intensite´ moyenne
Sur une couche τ quelconque








[Φ1 + ξΦ2] (τ0 − τ, ²(τ))
−1− ²(τ)
2
β0(τ) [Φ1 − ξΦ2] (τ, ²(τ))
−1− ²(τ)
2








′, τ, ²(τ))S∗(τ ′) dτ ′ , (5.37)




















[α0(τ0) + ξα1(τ0)]Bν (T (Z)) +
∫ τ0
0




5.2.2.2 Moment d’ordre 1 : le flux radiatif












β0(τ) [Φ2 − ξΦ3] (τ, ²(τ))
−1− ²(τ)
2







′, τ, ²(τ))S∗(τ ′) dτ ′ , (5.40)
et sur les plans-frontie`re






[β1(0) + ξβ2(0)] +
1− ²(0)
2
















β0(0)Φ1 (τ0 − τ ′, ²(0))
}
S∗(τ ′) dτ ′ , (5.41)



























S∗(τ ′) dτ ′ . (5.42)
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[Φ3 + ξΦ4] (τ0 − τ, ²(τ))
−1− ²(τ)
2
β0(τ) [Φ3 − ξΦ4] (τ, ²(τ))
−1− ²(τ)
2










′, τ, ²(τ))S∗(τ ′) dτ ′ , (5.43)
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1− ²(0)
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β0(0)Φ2 (τ0 − τ ′, ²(0))
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S∗(τ ′) dτ ′ , (5.45)
Ces formules contiennent les moments αi et βi des fonctions X et Y (dites parfois de Chan-
drasekhar), qui sont des fonctions auxiliaires classiques de la the´orie du transfert dans les milieux
plan-paralle`les finis [28, 91]. Leur mode de calcul est pre´cise´ dans l’annexe C.3. Ces coefficients
de´pendent de ² = ²(τ), d’ou` leur de´pendance par rapport a` τ .
On trouve e´galement dans les relations (5.37)-(5.45) les fonctions auxiliaires Φn et Rn, qui
ge´ne´ralisent pour n ≥ 1 deux fonctions e´galement classiques des milieux plan-paralle`les : la fonction
re´solvante Φ, dite de Sobolev, et le noyau re´solvant R [109, 91]. On a en effet Φ0 = Φ et R0 = R,
la de´finition et le mode de calcul des Φn et Rn pour n positif quelconque e´tant pre´cise´s dans
l’annexe C.3. Ces fonctions de´pendent de la variable τ de fac¸on explicite, mais aussi implicite via
le parame`tre ²(τ). D’ou` la notation Φn (τ, ²(τ)) et Rn (τ
′, τ, ²(τ)).
Les formules (5.37)-(5.45) sont celles que nous utiliserons pour nos calculs de transfert du
chapitre 6.
5.2.3 Les e´quations couple´es a` l’e´quation de transfert
5.2.3.1 Couplage ET-ECE
Ce couplage apparaˆıt dans la de´pendance des coefficients volumiques de l’ET avec la fdv des
e´lectrons. De manie`re pre´cise :
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– le coefficient d’e´mission fb est proportionnel a` la fdv des e´lectrons calcule´e pour la vitesse




Ci(z, ν)fe (z, ζi+(ν)) , (5.46)
– les coefficients d’absorption et d’e´mission ff sont de la forme
Kff (z, ν) =
∫ +∞
0
A(z, ve, ν)fe(z, ve) dve , (5.47)
Eff (z, ν) =
∫ +∞
0
B(z, ve, ν)fe (z, ζff (ve, ν)) dve . (5.48)
Il en re´sulte que l’opacite´ χ, la fonction source S∗ et le parame`tre de destruction des photons ²
de´pendent de la fdv des e´lectrons, ainsi que la variable de profondeur optique τ , e´troitement relie´e
a` la variable de profondeur ge´ome´trique z.
5.2.3.2 Couplage ET-ES
Les populations ni apparaissent dans les coefficients d’absorption et d’e´mission de l’ET, ainsi
que dans la composante Rayleigh du coefficient de diffusion.
5.3 L’e´quation cine´tique des e´lectrons
5.3.1 Me´thode de re´solution
A partir de l’expression (Eq. 3.156), nous de´taillons la de´pendance (entre crochets) de chacun
des termes selon fe et ne, c’est a` dire selon la fdv Fe = nefe solution de l’ECE, alors que fe est
solution de l’ECE conjointement a` la condition de normalisation (1.2) de fe si la densite´ e´lectronique
ne est donne´e. Alors :
Fe(z, v) = ne(z)fe(z, v) =
νe(v)ne(z)f
M
e (z, v) + Σ+[nefe](z, v)
νe(v) + Σ−[nefe](z, v)
. (5.49)
Dans (Eq. 5.49), nous avons regroupe´ les termes de fac¸on a` ne pas cre´er d’erreurs d’arrondi
par diffe´rence de termes positifs, comme il y aurait pu en avoir dans (Eq. 3.156). La de´pendance
de Σ− selon Fe vient du processus ff, et la de´pendance de Σ+ selon Fe provient de la plupart des
termes, cette de´pendance e´tant line´aire excepte´ pour le processus de recombinaison collisionnelle.
Nous avons affaire a une e´quation non-line´aire en Fe, qui peut difficilement eˆtre re´solue avec les
algorithmes nume´riques habituels (e´quation de Volterra ou de Fredholm en line´arisant l’e´quation),
car ces proce´de´s font appel a` des de´veloppements sur une base de fonctions la plupart du temps
polynoˆmiales (Legendre, Chebychev) qui ne convient pas ici a` cause de la forte variation de valeurs
de la fdv (qui tend rapidement vers ze´ro avec la vitesse). Nous allons donc re´soudre cette e´quation
par ite´ration :





















e (z, v) est la fdv calcule´e a` l’ite´re´ n. De plus T (n) est la tempe´rature
cine´tique de la fdv f
(n)
e . Apre`s avoir calcule´ l’ite´re´ n+ 1 par (Eq. 5.50), nous de´duisons de F
(n+1)
e
une nouvelle densite´ n
(n+1)
e qui nous permet de calculer f
(n+1)
e , et une nouvelle tempe´rature T (n+1)







e a` une valeur relative donne´e ε, que nous avons fixe´e a` ε = 10−3. Cette convergence









∣∣∣∣∣ ≤ ε . (5.51)
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Nous avons ve´rifie´ que lorsque la fdv converge d’un ite´re´ a` l’autre avec un e´cart relatif donne´,
elle est solution de l’ECE avec la meˆme pre´cision. Cette ve´rification est importante, car notre
crite`re de convergence pourrait ne pas eˆtre significatif en cas de convergence lente de la fdv vers la
solution de l’ECE. En pratique, ce crite`re (Eq. 5.51) est atteint au bout d’un vingtaine d’ite´re´s.
Dans ce processus nume´rique, il est ne´cessaire de de´velopper la fdv, qui peut eˆtre polynoˆmiale
apre`s transformation pour interpoler une fonction variant peu avec la vitesse. Cette fonction h(v)





Nous ne pouvons pas e´crire (Eq. 5.49) en fonction de he(v) seulement. Cette fonction est
introduite ici uniquement dans le but de stabiliser et de simplifier la re´solution nume´rique. Parmi
le choix possible de base de polynoˆmes pour interpoler he(v), nous avons choisi apre`s essais une
base qui ne pre´sentait pas d’oscillations, afin d’e´viter les amplifications duˆes au caracte`re non
line´aire de cette e´quation. L’interpolation trape´zo¨ıdale est trop grossie`re, alors nous avons choisi
des polynoˆmes de Hermite, dont l’avantage est d’eˆtre monotones entre deux noeuds successifs de
l’interpolation.
Au premier ite´re´ au point z, il est ne´cessaire de fournir la valeur de la tempe´rature T (z) et la
densite´ des e´lectrons ne(z). La fdv initiale est une maxwellienne a` cette tempe´rature. En principe,
l’ECE est cense´e fournir les inconnues ne et T , qui sont des moments de la fdv Fe. En pratique, nous
observons que le terme de collisions e´lastiques domine la variation de ces parame`tres, qui varient
ainsi tre`s peu d’un ite´re´ a` l’autre. Ainsi, l’ECE est capable de nous fournir la tempe´rature T . Par
contre, l’ECE ne doit pas fournir la densite´ des e´lectrons ne, car cette grandeur est donne´e par l’EC
ne = n+. Afin de rendre ces 2 e´quations compatibles, nous pourrions inclure l’EC dans l’ECE afin
d’e´liminer ne de l’ECE (remplace´e par n+ dans le processus de recombinaison collisionnelle), et
l’ECE fournirait fe au lieu de Fe. Comme l’ECE et l’EC ne sont pas force´ment compatibles au point
de founir une solution mathe´matique commune, et que l’ECE est non line´aire en ne, nous pre´fe´rons
re´soudre l’ECE pour Fe, puis renormaliser la fdv afin que sa densite´ soit la densite´ initiale. Afin de
faire converger l’ECE vers sa solution, nous laissons n
(n)
e et T (n) e´voluer (lentement) d’un ite´re´ a`
l’autre, puis nous renormalisons la fdv fe a` l’arreˆt des ite´re´s. Si l’ite´ration est stoppe´e a` l’ite´re´ N ,














e (v) , (5.53)
impliquant T = T (N) et he(v) = h
(N)
e (v). Nous ve´rifierons lors des calculs que la tempe´rature
varie peu au cours de l’ite´ration, de fac¸on a` ce que ce calcul de la fdv soit cohe´rent avec le mode`le
d’atmosphe`re a` tempe´rature donne´e que nous avons choisi de re´soudre.
5.3.2 L’e´quation de l’e´quilibre radiatif (ER)
La tempe´rature de l’atmosphe`re stellaire est usuellement de´termine´e en re´solvant l’e´quation de
l’e´quilibre radiatif ∫ +∞
0
κ(z, ν)J(z, ν) dν =
∫ +∞
0
E(z, ν) dν , (5.54)
qui exprime l’e´galite´ des e´nergies absorbe´es et e´mises par chaque unite´ de volume de matie`re.
Cette e´quation traduit la conservation de l’e´nergie quand on se place du point de vue du champ de
rayonnement, suppose´ eˆtre le seul a` transporter de l’e´nergie (conduction et convection ne´gligeables)
[69].
Nous rappelons le lien entre cette e´quation (Eq. 5.54) et les e´quations cine´tiques. L’e´quation






24piv2 dv = 0 , (5.55)
ou` Σp(z, v) de´signe le terme de source de l’e´quation cine´tique du type p (dont le membre de gauche
est suppose´ nul). Ces deux fac¸ons de traduire la conservation de l’e´nergie sont e´quivalentes, car la
somme des e´quations (5.54) et (5.55) (pour p = atomes, protons et e´lectrons) donne 0 = 0 [78].
L’e´quation (5.55) montre que les termes de collision e´lastiques des e´quations cine´tiques ont une
contribution nulle a` l’ER.
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Nous e´tudions dans ce me´moire un mode`le d’atmosphe`re a` tempe´rature donne´e et constante,
alors nous ne tiendrons pas compte de cette e´quation.
5.3.3 Couplage avec l’e´quation de transfert
Le champ radiatif apparaˆıt dans les termes Σbfb et Σff , sous la forme de l’intensite´ moyenne
J .
5.4 Les e´quations de l’e´quilibre statistique






sont line´airement de´pendantes : on obtient 0 = 0 en sommant ces e´quations sur i. Le de´terminant
des coefficients est donc nul, ce qui assure l’existence d’une solution non triviale au syste`me (ho-
moge`ne). Pour re´soudre ce syste`me, il faut lui rajouter deux e´quations supple´mentaires. En effet,
si N de´signe le nombre d’e´tats lie´s de l’atome d’hydroge`ne, le syste`me contient N + 1 e´quations,
dont N sont line´airement inde´pendantes, et N + 2 inconnues (ni, n+ et ne). Les deux e´quations
supple´mentaires ont e´te´ e´crites a` la section 5.1 : ce sont l’e´quation de conservation de la charge
e´lectrique : ne = n+ et la condition de conservation dans le temps de la densite´ de particules
lourdes n0.
La masse volumique ou la densite´ de particules lourdes sont des invariants collisionnels, contrai-
rement a` la densite´ particulaire totale n = n0 + ne, qui n’est pas conserve´e par le processus d’io-
nisation et son inverse. C’est donc ρ ou n0, et non la densite´ totale n, qui nous servira de donne´e
additionnelle pour re´soudre les e´quations de l’e´quilibre statistique a` chaque e´tape de la solution
ite´rative de notre proble`me.
Le syste`me (Eq. 5.56) est un syste`me line´aire en les densite´s des particules lourdes ni (i =
1, .., N) et n+, et non line´aire en la densite´ des e´lectrons ne, cache´e dans les coefficients Pij(z). La
non-line´arite´ en ne provient du processus de recombinaison collisionnelle. A cause de cette non-
line´arite´ en une des inconnues, nous re´solvons ce syste`me d’e´quations par ite´ration : nous profitons
de la proprie´te´ de line´arite´ de ce syste`me des N + 1 e´quations (Eqs. 5.56, 5.2) qui permettent
de connaˆıtre facilement les densite´s {ni, n+} pour une valeur ne donne´e, puis nous de´terminons
une nouvelle valeur de ne = n+ par l’e´quation (Eq. 5.1) de conservation de la charge (EC), et
nous recommenc¸ons un nouvel ite´re´ en re´solvant le syste`me line´aire avec cette nouvelle valeur
de ne, jusqu’a` convergence du syste`me {ni, n+, ne}. Le crite`re de convergence est du meˆme type
que le crite`re d’arreˆt des ite´re´s pour l’ECE (Eq. 5.51). Nous garderons la meˆme valeur de ε et la
convergence portera sur la densite´ e´lectronique ne, les autres densite´s ayant converge´ lorsque le
crite`re sur ne est satisfait.
Nous e´crivons par la suite quelques conside´rations sur ce syste`me d’e´quations. Les e´quations
de l’e´quilibre statistique permettent de calculer le rapport des populations ni et nj de deux e´tats










nkPki + njPji , (5.57)
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Les coefficients a1 a` a4 de´crivent les processus peuplant (au sens alge´brique) les niveaux i et j
a` partir des niveaux (discrets ou continus) k 6= i, j.
A l’ETL, les processus collisionnels dominent les processus radiatifs et on peut remplacer les
Pkl par des Ckl dans (5.61)-(5.64). La relation (4.25), valable pour toutes les transitions k ­ l,
montre alors que a4(a1− 1) = a2(a3− 1), d’ou` αij = βij . Si on suppose que les atomes n’ont qu’un
ou deux niveaux d’e´nergie (sans continuum), a1 = a3 = 1, et αij = βij = 1.
On a donc obtenu les valeurs particulie`res suivantes :
αij = βij (ETL) , αij = βij (N = 1 , N = 2 sans continu) . (5.65)
5.4.1 Couplage avec l’ET
Voir les taux radiatifs Rij dans le cas bb (Eqs. 4.26-4.29) et bf -fb (Eqs. 4.32, 4.33).
5.4.2 Couplage avec l’ECE
Voir les taux collisionnels Cij dans le cas bb (Eq. 4.15) et dans le cas bf -fb (Eqs. 4.20-4.22).
5.5 Re´solution de l’e´quation de transfert couple´e aux ES
La re´solution ite´rative de ce syste`me d’e´quations ne paraˆıt pas poser de difficulte´ majeure
lorsqu’on re´sout l’ET dans un domaine de fre´quence ou` l’opacite´ varie lentement (dans le continu),
mais la convergence est tre`s lente dans le cas contraire, c’est-a`-dire dans une raie spectrale. Il faut
alors contraindre l’ET par les e´quations de l’e´quilibre statistique, une proce´dure bien connue que
nous allons rappeler.
On suppose que l’opacite´ est domine´e par la contribution d’une transition bb particulie`re i­ j
avec i < j. Pour faire apparaˆıtre la contribution de cette transition aux coefficients volumiques de
l’ET, on e´crit ces derniers sous la forme
K(z, ν) = Kˆij(z)Φij(z, ν) +Kc(z, ν) , (5.66)
E(z, ν) = Eˆji(z)Φij(z, ν) + Ec(z, ν) , (5.67)
κ(z, ν) = χˆij(z)Φij(z, ν) + κc(z, ν) , (5.68)
χ(z, ν) = χˆij(z)Φij(z, ν) + χc(z, ν) , (5.69)


















Les termes affecte´s de l’indice c dans le membre de droite des relations (5.66)-(5.69) repre´sentent
la contribution du continu, c’est-a`-dire celle de toutes les transitions possibles (bb, bf -fb, ff ), sauf
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i ­ j. Les deux derniers coefficients s’expriment en terme des deux premiers par les relations
suivantes :
κc(z, ν) = Kc(z, ν)− c
2
2hν3
Ec(z, ν) , (5.72)
χc(z, ν) = κc(z, ν) + σ(z, ν) , (5.73)
e´tant entendu que le coefficient de diffusion vraie σ ne comprend que la composante Thomson
lorsque i = 1 et j = 2 (car la diffusion Rayleigh sur les atomes d’hydroge`ne au niveau fondamental
co¨ıncide avec la diffusion dans la raie lorsque ν → ν12).










qui permet d’e´crire la relation (5.69) sous la forme
χ(z, ν) = χˆij(z) [Φij(z, ν) + rij(z, ν)] . (5.76)
Les notations e´tant fixe´es, le calcul de la fonction source S∗ peut s’effectuer en partant de sa
de´finition S∗ = E/χ.
5.5.1 Calcul de la fonction source S∗
Le rapport E/χ fait apparaˆıtre le rapport Eˆji/χˆij dans la transition, donc le rapport des
populations ni et nj d’apre`s (5.70). Ce dernier a e´te´ calcule´ a` la section 5.4. En introduisant le


























αij²ji + 1 + λji
Bwνij , (5.79)
ou` Bwνij est la fonction de Wien a` la fre´quence centrale de la raie.
En utilisant la relation de re´ciprocite´ entre les coefficients Aji et Bij et la de´finition (C.2, C.3)










αij²ji + 1 + λji
. (5.80)
Le premier terme au nume´rateur de (5.80) de´crit l’e´mission thermique des atomes, c’est-a`-dire le
rayonnement qu’ils e´mettent par de´sexcitation apre`s avoir e´te´ excite´s par un processus collisionnel.
Le deuxie`me terme de´crit le rayonnement e´mis au cours d’une de´sexcitation suivant une excitation
radiative.
A l’ETL, les processus collisionnels dominent les processus radiatifs et ²ji À 1. Comme par
ailleurs αij = βij , la relation (5.80) redonne bien (C.1), soit bij = 1.
La fin du calcul de la fonction source S∗ est sans difficulte´ : nous nous contenterons d’en donner
le re´sultat. On remplace E et χ par leur expression (5.67) et (5.76) dans la relation S∗ = E/χ, et
on utilise (5.71) et (5.79). Il vient








′)J(z, ν′) dν′ , (5.81)
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ij(z)Pij(z) + rij(z, ν)Sc(z, ν)
Φij(z, ν) + rij(z, ν)
. (5.82)
Le premier terme dans le membre de droite de (5.81) de´crit l’e´mission spontane´e d’atomes
excite´s par des processus collisionnels, et le deuxie`me terme l’e´mission d’atomes excite´s par des
processus radiatifs.
Les fonctions inconnues qui apparaissent dans ces expressions sont la probabilite´ de destruction
(collisionnelle) des photons dans la raie ²∗ij et la fonction Pij de´crivant l’e´mission thermique des
atomes.
Le premier coefficient est bien connu, ainsi que son roˆle d’indicateur d’e´cart a` l’ETL : ²∗ij ¿ 1
loin de l’ETL et ²∗ij → 1 a` l’ETL. Son expression est la suivante :















Ce parame`tre est de l’ordre de grandeur de ²ji et peut donc prendre des valeurs quelconques
suivant l’importance relative des transitions collisionnelles et radiatives spontane´es dans l’atmo-
sphe`re, d’ou` son roˆle d’indicateur d’e´cart a` l’ETL (²′ij → +∞ lorsque les processus collisionnels
dominent, et ²′ij → 0 dans le cas contraire), qui entraˆıne celui de ²∗ji de´ja` mentionne´. Ce dernier
coefficient, couramment note´ ² en the´orie de la formation des raies spectrales, a` un comple´ment
a` l’unite´ $∗ij = 1 − ²∗ij qui s’interpre`te comme un albe´do, c’est-a`-dire un coefficient renseignant
sur le pouvoir diffusant de l’atmosphe`re dans la transition i ­ j. Typiquement, ²∗ij ≤ 10−4 et
$∗ij ≥ 0.9999 dans une raie forte.








βij(z)²ji(z) (ETL) . (5.85)







exp (hνij/kT (z))− 1
. (5.86)
On retrouve la fonction de Planck (a` la fre´quence centrale de la raie) pour un mode`le d’atome
a` deux niveaux lie´s sans continu (αij = βij = 1) ou a` l’ETL (αij = βij).
5.5.2 L’e´quation de transfert dans la raie





(z, µ, ν) = χ(z, ν)
[




′, ν)J(z, ν′) dν′
]
, (5.87)
ou` S∗ij est donne´ par (5.82) et R
∗





] Φij(z, ν′)Φij(z, ν)
Φij(z, ν) + rij(z, ν)
+ [1− ²(z, ν)] δ(ν ′ − ν) . (5.88)
Cette fonction, qui n’est pas une fonction de redistribution au sens habituel (elle n’est pas
normalise´e), comprend une composante diffusion dans la transition et une composante diffusion
vraie ge´ne´ralement ne´gligeable par rapport a` la premie`re.
Les conditions aux limites sont (2.15)-(2.17).
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5.5.3 Le proble`me monochromatique associe´
Nous ferons au chapitre suivant l’hypothe`se des raies grises, qui consiste a` adopter le profil
rectangulaire de Milne de´crit dans l’annexe A (section A.1.2). Avec ce profil, dont nous rappelons
la de´finition





1 si |ν − νij | < 12∆νij(z)
0 sinon
, (5.89)
ou` ∆νij(z) est la largeur Doppler de la raie en z, la redistribution en fre´quence des photons est
e´quiprobable a` toutes les fre´quences, ce qui entraˆıne que le champ radiatif est inde´pendant de la
fre´quence dans la raie (si on ne´glige la variation avec la fre´quence des sections efficaces des processus
continus sur la largeur de la raie). Nous allons voir que cette circonstance simplifie conside´rablement
l’e´criture de l’ET (5.87), puisqu’elle retrouve la forme mathe´matique des e´quations mode´lisant la
diffusion monochromatique des photons.
L’intensite´ spe´cifique e´tant inde´pendante de la fre´quence dans le domaine (νij −∆νij/2, νij +
∆νij/2), on peut e´crire l’ET dans ce domaine en se plac¸ant a` la fre´quence centrale ν = νij , et





′, νij)J(z, ν′) dν′ =
[
1− ²∗ij(z)
] ΦMij (z, νij)
ΦMij (z, νij) + rij(z, νij)
+ 1− ²(z, νij) . (5.90)
Or, il re´sulte de (2.13) et (5.76) que




ΦMij (z, νij) + rij(z, νij)
. (5.91)
Le membre de droite de (5.90) peut donc s’e´crire sous la forme 1− ²˜ij(z), avec
²˜ij(z) = 1−$ij(z) =
ΦMij (z, νij)²
∗
ij(z) + κc(z, νij)/χˆij(z)
ΦMij (z, νij) + χc(z, νij)/χˆij(z)
. (5.92)
Ce parame`tre de destruction des photons est bien strictement compris entre 0 et 1 car 0 < ²∗ij <
1 et 0 < κc < χc. De plus, il est tre`s proche de ²
∗
ij dans les raies ou` κc < χc ¿ χˆij (coefficient rij
petit).
Pour un parame`tre de´fini ainsi, l’e´quation de transfert a` la fre´quence centrale de la raie a la




(z, µ, νij) = χ(z, νij)
[
I(z, µ, νij)− S∗ij(z, νij)− (1− ²˜ij(z)) J(z, νij)
]
, (5.93)





ΦMij (z, νij) + χc(z, νij)/χˆij(z)
, (5.94)
ou` ²∗ij(z) est donne´ par (5.83, 5.84) et Pij(z) par (5.86).
On retrouve bien la forme de l’ET (2.11, 2.12), ou la forme (5.18, 5.19) en introduisant l’e´chelle











′, νij) + rij(z′, νij)
]
dz′ . (5.95)
Les conditions aux limites sont (5.20)-(5.23) avec ν = νij .
La solution vue a` la section 5.2.2 s’applique lorsqu’on ne´glige la variation, avec la profondeur
optique, du parame`tre de destruction des photons ²˜ij , ce que nous ferons au chapitre 6 suivant.
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5.6 La me´thode de re´solution du proble`me global
La pre´sente description est limite´e au cas ou` la masse volumique et la tempe´rature sont
constantes, qui est le cas traite´ au chapitre suivant. Lorsque ρ et T sont constants, nous devons
re´soudre l’e´quation de transfert, les e´quations de l’e´quilibre statistique et l’e´quation cine´tique des
e´lectrons de fac¸on ite´rative. Les e´quations de l’e´quilibre statistique sont comple´te´es par la condition
de neutralite´ e´lectrique de l’atmosphe`re n+ = ne et par l’e´quation de conservation de la densite´ de
particules lourdes n0.
Les donne´es sont, outre ρ et T , la profondeur ge´ome´trique Z de l’atmosphe`re, qui est choisie
de telle sorte que le rayonnement pe´ne´trant par la couche z = Z soit planckien de tempe´rature T .
L’ite´ration, repre´sente´e par la figure (Fig. 5.1), se de´roule de la fac¸on suivante :
1. (CI) conditions initiales. Les populations sont calcule´es a` l’e´quilibre de Boltzmann-Saha, avec
les contraintes n+ = ne et
∑
ni + n+ = n0 (voir Eqs. C.7, C.11). La fdv des e´lectrons est
maxwellienne de tempe´rature T .
2. De´finition d’une e´chelle de profondeur optique pour des populations donne´es et une fdv des
e´lectrons donne´e.
3. (ET) re´solution de l’e´quation de transfert pour l’e´chelle de profondeur optique de´finie a` l’e´tape
2, des populations donne´es et une fdv des e´lectrons donne´e : relations (5.37, 5.38, 5.39) avec
ξ = 0 (champ incident planckien).
4. (ES+EC) re´solution des e´quations de l’e´quilibre statistique et des contraintes traduisant la
conservation de la charge et de la densite´ des particules lourdes, pour un champ radiatif et
une fdv des e´lectrons donne´s. Ce syste`me d’e´quations e´tant non line´aire en ne, on re´sout le
syste`me line´aire (ES) des inconnues {ni, n+} pour une densite´ ne donne´e, puis on calcule une
nouvelle valeur de ne par l’e´quation de conservation de la charge (EC), et on ite`re entre (ES)
et (EC) jusqu’a` convergence du syste`me {ni, n+, ne} (voir section 5.4 pour les de´tails).
5. (ECE) re´solution ite´rative de l’e´quation cine´tique des e´lectrons pour un champ radiatif et
des densite´s donne´es. La fdv des e´lectrons re´sultant de ce calcul permet de de´duire une
tempe´rature cine´tique diffe´rente a priori de la tempe´rature constante de notre mode`le. On
observe ne´anmoins que cette tempe´rature s’e´carte tre`s peu de la tempe´rature impose´e a`
la fin de l’ite´ration (variation relative infe´rieure a` 10−3), ainsi notre mode`le conserve la
tempe´rature3.
6. Retour a` l’e´tape 2 et fin de l’ite´ration lorsque la variation relative de toutes les inconnues est
infe´rieure a` 10−3 entre deux ite´re´s successifs, pour toutes les valeurs possibles des variables.
On obtient ce re´sultat typiquement apre`s 20-30 ite´re´s.
3Imposer l’invariance de la tempe´rature doit eˆtre vu comme une e´tape ne´cessaire a` la re´solution nume´rique de
notre proble`me, qui devient fortement instable en pre´sence d’un gradient de tempe´rature. Mais nous avons conscience
que forcer une telle condition est difficile a` justifier physiquement.
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Fig. 5.1 – Sche´ma de la re´solution du mode`le d’atmosphe`re par ite´ration.
Chapitre 6
Calculs nume´riques
6.1 Les mode`les pre´sente´s
Les calculs nume´riques de ce chapitre portent sur une atmosphe`re d’hydroge`ne pur, de tempe´-
rature T et de masse volumique ρ constantes pour tout le milieu. Ces parame`tres sont ceux de la
photosphe`re du soleil. Le mode`le d’atome d’hydroge`ne ne contient que les deux premiers niveaux
en e´nergie comple`tement de´ge´ne´re´s, ce mode`le e´tant le plus simple pour de´crire les effets d’une
raie de transition et de l’ionisation. Notre milieu sera e´claire´ par un rayonnement de Planck de
tempe´rature T , pe´ne´trant l’atmosphe`re par sa frontie`re interne, l’autre plan-frontie`re e´tant appele´
frontie`re externe.
Nous pre´senterons trois cate´gories de mode`les : en e´quilibre thermodynamique local (ETL), hors
e´quilibre thermodynamique local avec e´lectrons thermalise´s (NETL), et hors e´quilibre cine´tique
maxwellien des e´lectrons (NECM).
6.1.1 De´termination des parame`tres
On utilise les valeurs de ρ et T de la couche h = 0 du mode`le d’atmosphe`re solaire de Stix
[112, p. 145] : ρ¯ = 2.73× 10−4 kgm−3, cette masse volumique e´tant donne´e pour la composition
chimique du soleil, et T = 6420K. L’abondance relative (en masse) de l’atmosphe`re solaire e´tant
X = 0.727, la masse d’hydroge`ne par unite´ de volume est ρ = ρ¯X = 1.99 × 10−4 kgm−3 :
nous choisirons cette valeur comme masse volumique de notre atmosphe`re d’hydroge`ne pur. Cette
dernie`re a donc la densite´ d’hydroge`ne et la tempe´rature de la surface du soleil.
La densite´ de particules lourdes n0, de´finie par la relation (Eq. 1.6), vaut alors 1.19× 1023m−3
(mH = 1.67× 10−27 kg).
Enfin, l’e´paisseur ge´ome´trique Z de l’atmosphe`re est choisie de telle sorte que l’e´paisseur optique
τ0(ν) soit supe´rieure a` 100 pour toutes les fre´quences de la grille utilise´e, un crite`re qui nous a
e´te´ sugge´re´ par E. Simonneau pour garantir un milieu optiquement e´pais a` toutes les fre´quences
(Z = 2.0× 1010m).
Le tableau (Tab. 6.1) ci-dessous contient les valeurs des populations et du degre´ d’ionisation a`
l’ETL.
n0 n n1 n2 ne = n+ χ = n+/(n0 − n+) α = n+/n0
1.2× 1023 1.2× 1023 1.2× 1023 4.8× 1015 5.7× 1019 4.7× 10−4 4.7× 10−4
Tab. 6.1 – Populations (en m−3) et degre´ d’ionisation a` l’ETL.
6.1.2 Ve´rification de la condition de plasma cine´tique classique
Nous allons ve´rifier que le mode`le de´crit dans cette partie est bien un plasma cine´tique classique,
hypothe`se ne´cessaire au traitement que nous avons fait des collisions e´lastiques des e´lectrons avec
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les autres particules charge´es (voir la note C.2 sur les interactions coulombiennes). Nous rappelons
qu’un plasma peut-eˆtre classe´ comme cine´tique classique lorsque [32] :
rL ¿ de ¿ λD , (6.1)
ou` rL est la longueur de Landau, de est la distance interparticulaire moyenne des e´lectrons, et
λD est la longueur d’e´cran de Debye (pour les e´lectrons ici λD = λDe). La condition rL ¿ de
montre que les corre´lations sont peu importantes : l’e´nergie de liaison de plasma est faible devant
son e´nergie d’agitation thermique, le plasma se rapproche d’un gaz parfait. La condition de ¿ λD
indique qu’il y a suffisamment d’e´lectrons dans la sphe`re de Debye pour que l’effet d’e´crantage ait
lieu, et que la description des interactions coulombiennes par un terme de collisions de Boltzmann
est plus approprie´ que par un champ de force de Vlasov.
En utilisant les valeurs de´finies a` la section 6.1.1, et en remarquant de`s a` pre´sent que la densite´
des e´lectrons, variant dans l’atmosphe`re, est a` toute profondeur infe´rieure a` la valeur ETL (voir











La condition (Eq. 6.1) est assez bien ve´rifie´e. Nous repre´sentons graphiquement ce re´sultat sur
la figure (Fig. 6.1), sur laquelle apparaissent les diffe´rentes re´gions de classification d’un plasma.

























Fig. 6.1 – Diagramme de classification des plasmas (SI)[32]. Nous avons de´limite´ les re´gions par
des droites (x = log ne, y = log T ), la limite rL = de : y − x/3 + 4.78 = 0, la limite de = λD :
y − x/3 + 3.68 = 0, la limite de de´ge´ne´rescence quantique kT = εF , ou` εF = ~22me (3pi2ne)2/3 est
l’e´nergie de Fermi d’un gaz d’e´lectrons de´ge´ne´re´ : y − 2x/3 + 14.37 = 0, et la limite kT = mec2du
domaine d’application de la me´canique classique non relativiste : y = 9.78. Notre mode`le, repre´sente´
par le symbole ⊕, correspond a` x ≤ 19.76 et y = 3.81.
Nous allons aussi tester la validite´ de la forme FPL pour le terme de collisions e´lastiques, par
rapport aux termes de Vlasov ou de Balescu-Lennard (voir note C.2). Avec les donne´es ne et T de
ce mode`le, nous avons les temps caracte´ristiques :
tp ∼ 2.4× 10−12 s , td ∼ 1.3× 10−9 s , Λ ∼ 560 . (6.3)














∼ 7.6× 10−10 s . (6.4)
Nous voyons que les collisions entre e´lectrons les plus nombreux (vitesse v¯e) est correctement
de´crite par le terme FPL, mais nous sommes tre`s pre`s de la validite´ de la forme de Balescu-Lennard.
Pour les collisions entre e´lectrons et protons, te+(v¯e) ∼ 6.0× 10−7 s, et la forme de FPL n’est plus
strictement valable. Comme le temps tei(v) croˆıt avec le cube de la vitesse, les e´lectrons rapides
devraient aussi eˆtre de´crits par la forme de Balescu-Lennard. Cette forme est complique´e, et nous
supposons que la forme habituelle de FPL est une bonne approximation pour la description de ces
interactions.
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6.1.3 Ve´rification des autres conditions
Nous examinons la validite´ des hypothe`ses faites au chapitre 5 permettant de simplifier le
mode`le mathe´matique d’atmosphe`re.
1. Nous avons vu que cette atmophe`re e´tait un plasma cine´tique classique.
2. Le degre´ d’ionisation ETL (inte´rieur de l’atmosphe`re) est χ ∼ 4.7× 10−4 ¿ 1. Nous verrons
dans les calculs hors-ETL que le degre´ d’ionisation est partout infe´rieur a` sa valeur a` l’ETL.
3. La pression de radiation est bien ne´gligeable par rapport a` la pression cine´tique. En effet







∼ 4.0× 10−5 ¿ 1 . (6.5)
4. Le rayonnement entrant par la surface interne de l’atmosphe`re est planckien a` la tempe´rature
T , graˆce a` la grande valeur de l’e´paisseur optique a` toute fre´quence τ0(ν) ≥ 100.
6.2 Discre´tisation des variables
Pour traiter le proble`me nume´rique, il est ne´cessaire d’utiliser des grandeurs sans dimension.
Nous utiliserons certaines grandeurs de´finies dans le chapitre sur les notations, telles la fre´quence
de Rydberg νR = ER/h = 3.29 × 1015 s−1, la longueur d’onde associe´e λR = c/νR = 91.1 nm, la
vitesse e´lectronique de seuil pour l’ionisation de l’atome d’hydroge`ne a` l’e´tat fondamental vR =
ζ1+ =
√
2ER/me = αc, ou` α est la constante de structure fine.
Nous de´taillons ci-dessous la discre´tisation utilise´e en fre´quence, en vitesse, en profondeur ge´o-
me´trique et en profondeur optique.
6.2.1 Les fre´quences
Nous choisissons un domaine de fre´quences suffisamment large pour couvrir toutes les transitions
bb et bf, et qui permette de bien repre´senter toutes les grandeurs radiatives issues de l’inte´gration
sur les fre´quences.
L’intensite´ moyenne du rayonnement varie brusquement autour des fre´quences d’ionisation et
dans les raies. Nous avons choisi notre grille de fre´quences de fac¸on a` encadrer de tre`s pre`s ces
fre´quences de transition. Entre ces fre´quences, toutes les grandeurs lie´es au rayonnement varient
lentement, et on peut se contenter de de´finir un petit nombre de fre´quences entre lesquelles on
interpolera.
Nous aurons e´galement besoin de connaˆıtre l’intensite´ moyenne du rayonnement a` des fre´quences
infe´rieures a` la fre´quence minimale de la grille ou supe´rieures a` la fre´quence maximale. Dans notre
proble`me nume´rique, nous avons choisi de discre´tiser le rapport de l’intensite´ moyenne sur la
distribution de Planck pour la tempe´rature locale. Ce choix permet plus de liberte´ quant a` la
me´thode d’extrapolation, puisque l’intensite´ moyenne se comportera en ze´ro et a` l’infini comme
la distribution de Planck. Nous extrapolerons en choisissant notre rapport de fonctions constant a`
l’exte´rieur de la grille en fre´quences, ces constantes e´tant de´termine´es par continuite´ avec les points
extreˆmes de la grille.
Pour un atome a` deux niveaux, les trois fre´quences importantes sont celles des transitions 1­ 2,
1 ­ + et 2 ­ + : ν12 = 0.75 νR, ν1+ = νR, ν2+ = 0.25 νR. Nous avons choisi au moins 5 points
en fre´quence entre ces transitions, cela nous fait 22 points en tout. La grille est de´taille´e dans le
tableau (Tab. 6.2) ci-dessous.
6.2.2 Les vitesses
Nous choisissons une grille de points re´gulie`rement espace´s entre les vitesses extreˆmes.
Le choix de la valeur maximale ne pose pas de difficulte´ : il suffit qu’elle soit supe´rieure a` la
vitesse d’ionisation de l’e´tat fondamental vR, re´gion appele´e la queue de la fdv. Nous choisissons
vmax = 2vR, valeur satisfaisante pour de´crire cette re´gion pour laquelle les e´tudes passe´es montrent
une forte de´ple´tion du nombre d’e´lectrons. Ce choix garantit une erreur infe´rieure au millie`me dans
l’inte´gration de la fdv des e´lectrons sur les vitesses de 0 a` vmax par rapport a` l’inte´gration de 0 a`
+∞, pour le calcul de la tempe´rature cine´tique comme pour celui des taux de transition.
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ν/νR ν (en s
−1) λ (en nm) E = hν (en eV)
1 0.001 3.29(+12) 91.1(+3) 1.36(-2)
2 0.0425 1.40(+14) 2143.5 0.58
3 0.0840 2.67(+14) 1084.5 1.14
4 0.1255 4.13(+14) 725.9 1.71
5 0.1670 5.49(+14) 545.5 2.27
6 0.2085 6.86(+14) 436.9 2.84
7 0.2499975 8.23(+14) 364.4 3.40
8 0.25 8.23(+14) 364.4 3.40
9 0.3750 1.23(+15) 242.9 5.10
10 0.5000 1.65(+15) 182.2 6.80
11 0.6250 2.06(+15) 145.8 8.50
12 0.7499987 2.47(+15) 121.5 10.2
13 0.75 2.47(+15) 121.5 10.2
14 0.87500 2.88(+15) 104.1 11.9
15 0.99999 3.29(+15) 91.1 13.6
16 1.0 3.29(+15) 91.1 13.6
17 1.5 4.94(+15) 60.7 20.4
18 2.0 6.58(+15) 45.6 27.2
19 2.5 8.23(+15) 36.4 34.0
20 3.0 9.87(+15) 30.4 40.8
21 3.5 1.15(+16) 26.0 47.6
22 4.0 1.32(+16) 22.8 54.4
Tab. 6.2 – Grille de 22 points en fre´quence utilise´e dans le code. Les nombres a` 5 chiffres significatifs
dans la premie`re colonne sont des approximations de la valeur re´elle, alors que la pre´cision des autres
nombres est la double pre´cision machine (16 chiffres), sauf pour la fre´quence ν/νR = 0.7499987 qui
est aussi une approximation a` 7 chiffres de la valeur re´elle, car cette valeur arrondie a` 5 chiffres
aurait e´te´ confondue avec la valeur exacte de la fre´quence centrale de la raie (point suivant a`
ν/νR = 0.75). Pour la deuxie`me colonne, 1.5(+5) signifie 1.5× 105. Les fre´quences des transitions
1­ 2, 1­ + et 2­ + sont a` ν/νR =0.75, 1 et 0.25 respectivement.
Le choix de la vitesse minimale de la grille est plus complique´. Nous ne pouvons pas choisir
vmin = 0 car l’hypothe`se des e´lectrons rapides utilise´e dans cette the`se nous l’interdit. L’e´quation
cine´tique des e´lectrons, telle que formule´e ici, n’est pas valable pour des vitesses infe´rieures aux
vitesses des atomes d’hydroge`ne ou des protons. Rappelons que la vitesse la plus probable de
l’espe`ce k est v¯k =
√
2kT/mk (voir la rubrique regroupant les notations en de´but de me´moire).
Nous avons donc choisi une vitesse minimale bien plus grande que la vitesse thermique des atomes
ou des protons (quasiment e´gales). Un rapport d’un ordre de grandeur nous semble suffisant.
Dans notre formulation nume´rique, nous calculons aux noeuds de la grille non pas la fdv des
e´lectrons, mais son rapport a` la fdv de Maxwell pour la tempe´rature locale. Nous extrapolerons ce
rapport en dehors du domaine de vitesses de la grille de la meˆme fac¸on que pour les fre´quences,
le rapport e´tant choisi constant par continuite´. Le domaine de vitesses [0, vmin] est tre`s petit,
car la vitesse thermique des particules lourdes est petite par rapport a` la vitesse thermique des
e´lectrons, elle-meˆme petite par rapport a` la vitesse d’ionisation du niveau fondamental de l’atome
d’hydroge`ne. En outre cette re´gion influence tre`s peu le calcul des inte´grales mettant en jeu la
fdv des e´lectrons, car cette dernie`re est multiplie´e par une grandeur proportionnelle a` la vitesse le
plus souvent. Nous espe´rons donc que le manque d’information sur cette re´gion ne pe´nalise pas les
calculs nume´riques, ce qui sera vraisemblablement le cas si la fdv ne diverge pas en 0, divergence
qui nous semblerait peu physique.
Le de´tail de la grille se trouve dans le tableau (Tab. 6.3) ci-dessous.
6.2.3 Les profondeurs ge´ome´triques
Nous choisissons une grille logarithmique au voisinage de la frontie`re externe de l’atmosphe`re
(z/Z ≤ 0.1), re´gion ou` les diverses grandeurs varient rapidement a` cause de la fuite des photons,
6.2. DISCRE´TISATION DES VARIABLES 95




0.047 10.0 0.2 0.03
0.10 21.3 0.5 0.14
0.15 31.9 0.7 0.31
0.20 42.6 1.0 0.54
0.25 53.2 1.2 0.85
0.30 63.8 1.5 1.22
0.35 74.5 1.7 1.67
0.40 85.1 2.0 2.18
0.45 95.7 2.2 2.75
0.50 106.4 2.4 3.40
0.55 117.0 2.7 4.11
0.60 127.7 2.9 4.90
0.65 138.3 3.2 5.75
0.70 148.9 3.4 6.66
0.75 159.6 3.7 7.65
0.80 170.2 3.9 8.70
0.85 180.9 4.2 9.83
0.90 191.5 4.4 11.0
0.95 202.1 4.6 12.3
1.00 212.8 4.9 13.6




1.05 223.4 5.1 15.0
1.10 234.0 5.4 16.5
1.15 244.7 5.6 18.0
1.20 255.3 5.9 19.6
1.25 266.0 6.1 21.3
1.30 276.6 6.4 23.0
1.35 287.2 6.6 24.8
1.40 297.9 6.9 26.7
1.45 308.5 7.1 28.6
1.50 319.1 7.3 30.6
1.55 329.8 7.6 32.7
1.60 340.4 7.8 34.8
1.65 351.1 8.1 37.0
1.70 361.7 8.3 39.3
1.75 372.3 8.6 41.7
1.80 383.0 8.8 44.1
1.85 393.6 9.1 46.5
1.90 404.3 9.3 49.1
1.95 414.9 9.5 51.7
2.00 425.5 9.8 54.4
Tab. 6.3 – Grille de 40 points en vitesse utilise´e dans le code. Pour la tempe´rature T = 6420K, on
obtient v¯+/vR = 4.7× 10−3 et v¯+/v¯e = 2.3× 10−2, ou` v¯+et v¯e sont les vitesses les plus probables
des protons et des e´lectrons. Les vitesses associe´es aux transitions 1­ 2+, 1­ 2 et 2­ + sont a`
v/vR = 1, 0.87 et 0.5 respectivement.
et une grille line´aire a` l’inte´rieur de l’atmosphe`re, c’est-a`-dire pour z/Z compris entre 0.1 et 1.
Dans ces mode`les optiquement e´pais, la grille en z (et donc en profondeur optique τ(z, ν)) doit
eˆtre choisie de fac¸on a` ce que les points les plus proches de la frontie`re externe aient une profondeur
optique plus petite que 1.0× 10−3 a` toutes les fre´quences, un crite`re qui nous a e´te´ sugge´re´ par E.
Simonneau.
Pour satisfaire ces deux conditions (milieu optiquement e´pais sur la frontie`re interne et opti-
quement mince a` la frontie`re externe) avec les parame`tres physiques adopte´s a` la section 6.1, nous
avons choisi le deuxie`me point de la grille a` z/Z = 1.0× 10−20 a` cause de la raie Lα tre`s opaque,
le premier point correspondant a` la frontie`re externe z/Z = 0.
La grille choisie contient 30 points :
– la frontie`re externe z/Z = 0,
– 20 points re´partis sur une e´chelle logarithmique de 1.0× 10−20 a` 0.1,
– 9 points re´partis line´airement de 0.2 a` 1.
6.2.4 Les profondeurs optiques
Pour re´soudre l’ET, nous devons de´finir une bonne e´chelle de profondeur optique τ . Avant tout
calcul des populations, notre mode`le est caracte´rise´ par des populations constantes, impliquant que
la profondeur optique est proportionnelle a` la profondeur ge´ome´trique. L’e´chelle de´finie a` partir de
la grille ge´ome´trique choisie a` la section 6.2.3 pre´ce´dente correspond au mode`le ETL e´tudie´ plus
loin. Le tableau (Tab. 6.4) ci-dessous regroupe les valeurs des e´paisseurs optiques τ0(ν) = τ(Z, ν)
correspondantes a` la valeur Z = 2.0× 1010m, pour chaque point de la grille en fre´quences de´finie
plus haut. On ve´rifie bien que τ0(ν) > 100. L’e´paisseur optique la plus grande est bien suˆr celle de
la raie Lα, et elle vaut ∼ 3.09×1016. Donc le premier point pre`s de la frontie`re externe, c’est-a`-dire
z/Z = 1.0 × 10−20, a une profondeur optique valant ∼ 3.0 × 10−4, ce qui re´pond bien au second
crite`re e´nonce´ plus haut.
Pour les autres mode`les (NETL et NECM), cette e´chelle de profondeur optique variera par
suite de la variation des populations principalement, et il sera ne´cessaire de ve´rifier la validite´ de
ces 2 crite`res e´nonce´s aux sections 6.1.1 et 6.2.3 (e´paisseur optique importante, profondeur optique
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faible pour le premier point de la grille le plus proche de la surface).
Dans les figures de ce chapitre, nous utiliserons a` la fois une e´chelle ge´ome´trique (en z/Z) et
une e´chelle de profondeur optique. Une premie`re e´chelle de profondeur optique concerne la raie Lα,
pour laquelle la profondeur optique sera note´e τL (L pour line) et l’e´paisseur optique sera note´e
τ0L = τ0(ν = 0.75νR). Une deuxie`me e´chelle concerne la fre´quence ν = 0.875νR repre´sentative du
continu de Balmer voisin de la raie Lα, pour laquelle la profondeur optique sera note´e τC (C pour
























Tab. 6.4 – Grille des e´paisseurs optiques utilise´es dans le mode`le, correspondant a` une e´paisseur
ge´ome´trique Z = 2.0× 1010m.
6.3 Les re´sultats
Nous allons e´tablir les re´sultats des calculs relatifs aux mode`les ETL, NETL et NECM, avec
rayonnement incident sur la frontie`re interne de l’atmosphe`re.
Nous montrons dans la figure (Fig. 6.3, p. 102) une courbe d’opacite´ χ(ν) a` l’ETL, en de´taillant
l’influence de chacun des processus radiatifs. La figure (Fig. 6.4, p. 103) repre´sente les variations
de l’albe´do $(ν) avec la fre´quence, quantite´ qui est fondamentale pour la re´solution de l’e´quation
de transfert.
Ces deux courbes, la premie`re tenant compte de la diffusion Rayleigh et la deuxie`me ne´gligeant
ce processus, ont e´te´ calcule´es a` l’ETL. Sur cette figure, nous pouvons voir que la diffusion Rayleigh
a une influence importante dans la re´gion 0.25 ≤ ν/νR ≤ 0.75, en faisant tendre l’albe´do vers 1.
Le pic prononce´ a` la fre´quence de la raie Lα montre que l’albe´do est tre`s proche de 1. Pour les
autres fre´quences, on voit que l’albe´do peut prendre des valeurs tre`s proches de 0. Pour pre´ciser,
la valeur maximale de l’albe´do est ∼ 0.9996 alors que la valeur minimale est ∼ 5.0× 10−11. Nous
devons donc re´soudre l’e´quation de transfert pour toute la gamme possible des albe´dos.
Les mode`les traite´s par la suite ont e´te´ e´tablis en ne´gligeant la diffusion Rayleigh partout, parce
que la diffusion Rayleigh se confond avec les processus radiatifs bb aux fre´quences de transition
(Fig. 6.3, 6.4). Il est alors ne´cessaire de couper ce processus de diffusion a` une fre´quence que nous
ne savons pas choisir.
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6.3.1 Mode`les ETL
Dans ces mode`les, la seule quantite´ qui nous inte´resse est l’intensite´ moyenne du rayonnement,
puisque les populations et la fdv des e´lectrons sont connues.
L’intensite´ moyenne comprend deux composantes, qui de´crivent la contribution des sources
externes (rayonnement de Planck incident sur le plan z = Z) et internes (e´mision thermique du
gaz). La figure (Fig. 6.5, p. 103) permet de comparer ces deux composantes au voisinage de la
frontie`re interne, pour la fre´quence de la raie Lα, ainsi que pour une fre´quence du continu.
Dans la raie Lα, le rayonnement issu des sources externes est dominant au voisinage imme´diat
de la frontie`re interne, mais chute tre`s vite pour devenir ne´gligeable par rapport a` la composante
thermique dans la quasi-totalite´ de l’atmosphe`re.
Dans le continu, les deux composantes sont quasiment e´gales, ou en tout cas du meˆme ordre
de grandeur (cela ne se voit pas sur la figure mais nous avons ve´rifie´ ce point pour les autres
fre´quences), et la contribution des sources exte´rieures chute beaucoup moins vite que dans la raie
lorsque on se rapproche de la frontie`re externe (a` cause de l’opacite´ e´leve´e de la raie par rapport
au continu).
Dans tous les cas, la composante exte´rieure est ne´gligeable sur la presque totalite´ de l’atmo-
sphe`re, et le rayonnement observe´ au voisinage de la frontie`re externe est purement thermique.
Bien que cela n’apparaisse pas sur la figure, a` cause de l’e´chelle, nous avons ve´rifie´ que l’intensite´
moyenne provenant de la composante thermique e´tait bien syme´trique par rapport au milieu de
l’atmosphe`re, puisque les deux frontie`res jouent le meˆme roˆle vis-a`-vis du rayonnement interne.
Les figures (Fig. 6.6, p. 104) et (Fig. 6.7, p. 105) montrent l’intensite´ moyenne du rayonnement
en fonction de la fre´quence, a` diffe´rentes profondeurs ge´ome´triques. La largeur Doppler de la raie
Lα vaut ∆ν12/νR ∼ 2.58× 10−5 : elle est trop faible pour qu’on puisse la distinguer sur la figure.
La figure (Fig. 6.8, p. 106) repre´sente l’intensite´ moyenne du rayonnement en fonction de la
profondeur ge´ome´trique ou de la profondeur optique pour diffe´rentes fre´quences repre´sentatives de
la grille et pour un rayonnement de Planck incident sur la frontie`re interne. Comme les populations
sont constantes sur toute l’atmosphe`re, l’opacite´ est elle-meˆme constante, et la profondeur optique
est simplement proportionnelle a` la profondeur ge´ome´trique.
On ve´rifie, sur la courbe repre´sentant l’intensite´ moyenne en fonction de la profondeur optique
τ , que l’intensite´ moyenne chute a` la profondeur de thermalisation de l’atmosphe`re, e´gale a` 1/k
avec k donne´ par (C.45). Dans le continu, l’albe´do est plus petit que ∼ 0.56 et k(0.56) ∼ 0.93,
l’intensite´ moyenne chute donc pour des valeurs de τ proches de l’unite´, ce qui est observe´. Dans
la raie, l’albe´do vaut 0.9996 et k(0.9996) ∼ 3.46× 10−2 ∼ 1/29, ce qui correspond bien a` la valeur
τ ∼ 30 mesure´e.
6.3.2 Mode`les NETL
Nous e´tablissons dans les figures (Fig. 6.9, p. 107) et (Fig. 6.10, p. 108) deux abaques de
correspondance entre z et τ , qui ne sont plus des quantite´s proportionnelles l’une par rapport
a` l’autre puisque les populations ne sont plus constantes. L’atmosphe`re stellaire est hors-ETL
pour une re´gion ge´ome´trique de taille faible par rapport a` l’e´paisseur ge´ome´trique de l’atmosphe`re
en ETL. La conse´quence est que l’e´paisseur optique NETL τ0 est la meˆme que la profondeur
ge´ome´trique ETL donne´e dans la table (Tab. 6.4), avec une tre`s bonne approximation. Pour rendre
les abaques lisibles, nous avons repre´sente´ uniquement les re´gions en fre´quences : la raie Lα ν/νR =
0.75, le continu ν/νR ∈ [10−3, 0.2499], le continu de Balmer ν/νR ∈ [0.25, 0.9999] pour lequel nous
avons rajoute´ la fre´quence ν/νR ∼ 0.618, et le continu de Lyman ν/νR ∈ [1, 4].
La figure (Fig. 6.11, p. 108) montre les e´carts a` l’ETL des populations et du degre´ d’ionisation.
Bien suˆr les e´carts augmentent lorsque on se rapproche de la frontie`re externe de l’atmosphe`re.
Les figures (Fig. 6.12, p. 109), (Fig. 6.13, p. 110) et (Fig. 6.14, p. 111) repre´sentent l’intensite´
moyenne sur le domaine de fre´quences ν/νR ∈ [0, 4] et ν/νR ∈ [0, 1.1], et sont e´quivalentes aux
figures (Fig. 6.6, p. 104) et (Fig. 6.7, p. 105) du cas ETL. Bien entendu les courbes montrent un
certain nombre de diffe´rences, la plus flagrante consistant en la valeur de l’intensite´ moyenne pour
le continu a` la frontie`re externe, qui e´tait a` peu pre`s la moitie´ de la distribution de Planck dans le
cas ETL, et pre´sente dans ce cas NETL plus de disparite´s, puisque les valeurs du rapport intensite´
moyenne/distribution de Planck varient de 0.22 a` 0.65 pour le continu. La raie Lα ne semble pas
affecte´e par le changement de mode`le.
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La figure (Fig. 6.15, p. 112) est l’homologue de la figure (Fig. 6.8, p. 106) du mode`le ETL. La
comparaison en profondeur ge´ome´trique z des courbes ETL et NETL montre que les intensite´s
moyennes se ressemblent jusqu’a` la chute proche de la frontie`re externe. Dans le cas ETL, la chute
est monotone pour atteindre une valeur minimale a` la frontie`re externe. Dans le cas NETL, on
observe une remonte´e de l’intensite´ moyenne lorsque on s’approche de la frontie`re externe pour
certaines fre´quences, ce qui provient de la variation des populations au voisinage de la frontie`re
externe. On voit aussi que la chute de l’intensite´ moyenne dans le continu de Lyman se passe en deux
e´tapes : la premie`re a lieu pour des profondeurs optiques tre`s e´leve´es, de l’ordre de 108, pour former
un plateau qui chute une deuxie`me fois plus pre`s de la frontie`re externe, pour une valeur proche de
1 de la profondeur optique. La comparaison des mode`les ETL et NETL en profondeur optique τ
montre que la raie Lα n’est pas affecte´e par le changement de mode`le. L’intensite´ moyenne chute
bien dans le continu pour des valeurs semblables τ ∼ 1, meˆme si on a l’impression visuelle que la
re´gion de chute est plus large en profondeur optique pour le mode`le NETL par rapport au mode`le
ETL, impression due aux valeurs diffe´rentes a` la frontie`re externe de l’intensite´ moyenne selon les
fre´quences. La premie`re exception a e´te´ de´crite plus haut, concernant le continu de Lyman qui
pre´sente une premie`re chute a` des profondeurs optiques e´leve´es. La deuxie`me exception concerne
les basses e´nergies pour lesquelles la chute a lieu pour τ ∼ 10. La comparaison des figures (Fig.
6.6, p. 104) et (Fig. 6.12, p. 109) montre bien que l’intensite´ moyenne se comporte de fac¸on tre`s
diffe´rente pour ce continu entre le mode`le ETL et le mode`le NETL.
On voit tout l’inte´reˆt de re´soudre de fac¸on pre´cise l’e´quation de transfert pour des profondeurs
optiques tre`s faibles. Si on ne calcule l’intensite´ moyenne que pour des valeurs de la profondeur
optique τ ≥ 10−3 typiquement, nous observerons bien la chute a` τ ∼ 1 et la formation d’un plateau
dont le prolongement par continuite´ aura une valeur diffe´rente de la valeur calcule´e a` la frontie`re
externe. Cette remarque justifie le fait qu’il soit ne´cessaire de calculer l’intensite´ moyenne pour des
profondeurs optiques tre`s faibles.
6.3.3 Mode`les NECM
Nous avons repre´sente´ la fdv des e´lectrons fe(z, v)/f
M
e (z, v) (normalise´e a` la distribution max-
wellienne de tempe´rature T ) sur les figures (Fig. 6.16, p. 113), (Fig. 6.17, p. 114) et (Fig. 6.18, p.
115).
Nous commenc¸ons l’e´tude de la fdv des e´lectrons en vitesse, a` la frontie`re externe de l’atmo-
sphe`re. La fdv n’est pas maxwellienne pour des vitesses typiquement plus grandes que 0.85 vR,
ce qui correspond a` une e´nergie ≈ 0.7225ER ∼ 9.83 eV. A partir de cette vitesse, la fdv chute
rapidement pour se stabiliser a` v/vR ∼ 1.25, la fdv formant un plateau. Pour des vitesses encore
supe´rieures, la fdv chute a` nouveau et forme un nouveau plateau, moins prononce´ que le premier.
Nous ne sommes pas alle´s assez loin en vitesse pour voir si un troisie`me plateau se forme. Cette
forme en plateaux a e´te´ tre`s bien explique´e dans les travaux des anne´es 70 sur le traitement de
l’e´quation cine´tique des e´lectrons. Nous re´sumons ci-dessous ce raisonnement.
Les premie`res me´thodes pour re´soudre l’e´quation cine´tique des e´lectrons e´taient base´es sur une
simplification possible du terme de source de collisions ine´lastiques, a` savoir le fait que le seuil en
e´nergie ne´cessaire pour amorcer la collision permet de se´parer le domaine des vitesses en intervalles,
la solution de l’e´quation cine´tique des e´lectrons sur un intervalle devenant facile a` trouver si on
connaˆıt la fdv sur l’intervalle pre´ce´dent ou l’intervalle suivant, car on a ainsi pu line´ariser l’e´quation.
On re´sout donc l’ECE de proche en proche. C’est ce phe´nome`ne qui permet d’expliquer que si un
premier plateau se forme, un autre suivra car il reproduira qualitativement le comportement de la
fdv sur l’intervalle en vitesse pre´ce´dent, celui du premier plateau. Cette line´arisation ne pre´voit pas
la remonte´e non ne´gligeable de la fdv observe´e sur notre figure (Fig. 6.16, p. 113) avant d’atteindre
le plateau, remonte´e peut-eˆtre due a` une erreur nume´rique, ve´rification qui reste a` faire par rapport
aux solutions analytiques. Ces re´sultats ont e´te´ e´tablis a` partir d’une e´quation plus complique´e que
celle qui me`ne aux de´veloppements analytiques des anne´es 70, rendant la comparaison de nos
re´sultats avec ceux des travaux ante´rieurs de´licate.
Ne´anmoins, nous pouvons essayer de comparer la valeur du premier plateau avec celle the´orique
donne´e par Shoub [101], qui a lui aussi re´solu l’e´quation cine´tique des e´lectrons. Ce dernier pre´voit
une valeur du plateau e´gale a` b2/b1 ∼ 1.5 × 10−2 en prenant les valeurs du mode`le NETL. Nous
verrons plus bas que la fdv non maxwellienne des e´lectrons a tre`s peu d’effet sur les populations dans
ce mode`le, et nous pouvons utiliser cette valeur pour notre ve´rification. Nous donnons deux valeurs
de la fdv normalise´e, lues a` la frontie`re externe de l’atmosphe`re sur la figure (Fig. 6.18, p. 115), pour
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le sommet de la bosse/plateau v/vR = 1.25 et pour le minimum local de la fdv avant la formation
de la bosse, a` v/vR = 1, correspondant approximativement a` la valeur extrapole´e du plateau si la
bosse ne s’e´tait pas forme´e. Nous obtenons les valeurs ∼ 7 × 10−2 et ∼ 4 × 10−2 respectivement,
valeurs supe´rieures a` la valeur pre´dite par Shoub jusqu’a` une demi-ordre de grandeur.
Il est ne´cessaire de mener a` bien des comparaisons plus pre´cises de notre solution nume´rique avec
les solutions analytiques de´ja` e´tablies. La comparaison sur ce mode`le permet d’e´tablir un accord
sur le fait que la fdv des e´lectrons est de´peuple´e dans la queue et forme une se´rie de plateaux. Le
premier plateau montre une remonte´e non ne´gligeable en forme de bosse, situation non pre´vue par
les travaux ante´rieurs, et il s’agit de savoir si cette remonte´e est due :
– a` une erreur nume´rique,
– a` une diffe´rence dans la formulation de l’e´quation cine´tique des e´lectrons (mode`le BGK au
lieu de la forme de Landau pour de´crire les collisions e´lastiques),
– aux processus collisionnels diffe´rents utilise´s pour re´soudre le proble`me,
– a` la diffe´rence de traitement du transfert,
– a` la proce´dure ite´rative de re´solution du proble`me couple´.
La courbe (Fig. 6.18, p. 115) montre la variation spatiale de la fdv des e´lectrons pour diffe´-
rentes vitesses. La fdv est d’autant moins maxwellienne dans la queue que l’on s’approche de la
frontie`re externe de l’atmosphe`re. A la frontie`re externe la fdv des e´lectrons est plus petite que la
maxwellienne d’au moins deux ordres de grandeur.
Les figures (Fig. 6.19, p. 116) et (Fig. 6.20, p. 117) permettent de comparer les effets de la fdv
des e´lectrons sur l’intensite´ moyenne du rayonnement (Fig. 6.19, p. 116) ainsi que sur les coefficients
b1(z) et b2(z) (Fig. 6.20, p. 117). Sur la figure (Fig. 6.19, p. 116), les deux courbes de l’intensite´
moyenne du rayonnement ne se se´parent nettement que pour ν/νR ≥ 2. Ce re´sultat est inte´ressant
si on observe le rayonnement sortant a` ces fre´quences : l’influence de la fdv des e´lectrons est grande,
jusqu’a` 50 %. Par contre les inte´grales en fre´quence sur le rayonnement seront tre`s peu, voire pas
du tout, influence´es par la fdv des e´lectrons dans ce mode`le.
La figure (Fig. 6.20, p. 117) montre une le´ge`re influence de la fdv des e´lectrons sur la valeur
superficielle de b2(z), qui est ainsi majore´e jusqu’a` 6 % a` la frontie`re externe.
Le tableau (Tab. 6.5, p. 99) permet la comparaison des taux de transition utilise´s dans les
e´quations de l’e´quilibre statistique, a` la frontie`re externe de l’atmosphe`re. Nous voyons que les
seuls taux sensibles a` la fdv des e´lectrons sont le taux d’excitation collisionnelle C12, le taux
d’ionisation collisionnelle C1+, ainsi que le taux de photoexcitation R12 dans une moindre mesure.
Processus NETL NECM diffe´rence relative (%)
C12 6.941(-19) 6.451(-20) 90.6
C1+ 5.222(-22) 1.550(-23) 97.0
C2+ 7.516(-13) 7.469(-13) 0.6
C21 1.747(-11) 1.736(-11) 0.6
C+1 3.667(-19) 3.622(-19) 1.2
C+2 2.097(-17) 2.071(-17) 1.2
R12 7.689(-17) 8.092(-17) 5.0
R1+ 6.660(-20) 6.619(-20) 0.3
R2+ 1.566(-12) 1.550(-12) 1.0
R21 1.429(-07) 1.429(-07) 0.0
R+1 2.827(-16) 2.809(-16) 0.6
R+2 1.323(-16) 1.315(-16) 0.6
J(ν12)/Bν12(T ) 1.354(-2) 1.425(-2) 5.2
Tab. 6.5 – comparaison des taux de transition (sans unite´s) a` la frontie`re externe de l’atmosphe`re
(z = 0).
L’effet de la queue non maxwellienne de la fdv des e´lectrons est tre`s important sur les taux
collisionnels, comme cela e´tait a` pre´voir. Par contre, l’influence, bien que relativement faible, sur
le taux d’excitation radiative entraˆıne que la fdv majore de 5 %, par le biais des populations, la
valeur de l’intensite´ du rayonnement dans la raie (Fig. 6.19, p. 116). Nous avons rajoute´ au tableau
(Tab. 6.5, p. 99) une ligne donnant le rapport de l’intensite´ moyenne a` la fonction de Planck dans
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la raie Lα.
A la lecture des valeurs de ces taux de transition, on peut remarquer que les processus radiatifs
dominent largement les processus collisionnels, notamment les taux R12 et R21 qui dominent les
autres car on est a` la frontie`re externe. On ne peut toutefois pas en de´duire que le processus de
photoexcitation et son inverse sont en balance de´taille´e, puisque b2/b1 6= 1.
6.3.4 Validite´ de la forme de l’ECE
Nous ve´rifions dans cette section la validite´ de l’hypothe`se selon laquelle le membre de gauche de
l’ECE est nul. Cette hypothe`se a e´te´ teste´e a` la section 3.6 pour le cas ETL. Ayant calcule´ un mode`le
NECM, l’hypothe`se concernant les gradients de la fdv selon la vitesse doit eˆtre valide´e de nouveau,
surtout apre`s avoir remarque´ les forts gradients en la vitesse de la fdv pour 0.85 . v/vR . 0.9
(Fig. 6.16, p. 113).




fe(z, v) = −νe(v)fe(z, v) + ... , (6.6)
ou` ae(z) est l’acce´le´ration totale applique´e aux e´lectrons, dont les composantes sont duˆes a` la
gravite´ et l’acce´le´ration radiative (nous avons vu a` la section 3.6 que l’acce´le´ration magne´tique
e´tait nulle a` cause de la syme´trie du proble`me, et sans gradient de tempe´rature dans un plasma
e´lectriquement neutre, le champ e´lectrique est nul, et dans l’atmosphe`re solaire ne´gligeable par
rapport aux effets de la gravite´) :
ae = agrav + arad , (6.7)
et νe(v) est la fre´quence de collisions e´lastiques des e´lectrons avec eux-meˆmes, les protons ou les
atomes d’hydroge`ne :
νe(v) = νee(v) + νe+(v) + νeH(v) . (6.8)
Les fre´quences de collision proviennent du mode`le BGK, et leurs expressions proviennent de la




∼ 2.7× 102 kgm−2 , arad ≈ σT
mec
σT 4 ∼ 2.3× 101 kgm−2 . (6.9)
Dans le mode`le NECM, nous avons calcule´ non pas fe mais le rapport he(v) = fe(v)/f
M
e (v).













a` la fre´quence de collision νe(v). Nous avons repre´sente´ sur la figure (Fig. 6.2, p. 101) les diffe´rentes
fre´quences de collision et les 2 termes issus de (Eq. 6.10) pour toutes les vitesses des e´lectrons, a` la
surface z = 0 de l’atmosphe`re, lieu favorisant le plus le terme de force, car la densite´ des e´lectrons
ne ∼ 6× 1017 m−3 y est la plus faible, et les gradients de la fdv en la vitesse y sont les plus forts.
Le premier terme de (6.10) correspond au terme de force a` l’ETL, dont nous avons de´ja` donne´ une
valeur approche´e a` la section 3.6. Le deuxie`me terme de (6.10) correspond a` l’e´cart de la fdv a` la
maxwellienne.
Sur la figure (Fig. 6.2, p. 101), il apparaˆıt clairement que le terme de force est toujours ne´gli-
geable par rapport au terme de collision e´lastique, validant l’hypothe`se faite a` la section 3.6. Sur
cette figure, nous remarquons que les gradients de vitesse ne sont pas tre`s importants, en tout cas
ne de´passent pas le gradient ETL. La fonction ∂he/∂v a e´te´ obtenue grossie`rement a` partir de
la discre´tisation de he(v) par diffe´rences finies. Le gradient ETL nous informe alors de l’ordre de
grandeur du terme de force pour toute profondeur de l’atmosphe`re. Comme la densite´ des e´lectrons
augmente avec la profondeur, les fre´quences de collisions sont minimales a` la surface, et si le terme
de force est ne´gligeable a` la surface, il l’est aussi a` toute profondeur de l’atmosphe`re. Nous avons
tabule´ quelques valeurs du rapport entre le terme de force et la fre´quence de collision dans la table
(Tab. 6.6, p. 101).
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Fig. 6.2 – Comparaison du terme de force de l’ECE aux fre´quences de collision e´lastiques, selon
la vitesse, a` la surface de l’atmosphe`re z = 0. Nous avons repre´sente´ les 3 fre´quences de collision
νee(v) (cercles), νe+(v) (carre´s), νeH(v) (triangles pointant vers le haut), ainsi que le terme de force















Tab. 6.6 – Comparaison du terme de force de l’ECE au terme de collision e´lastique.
6.4 Conclusion
Le mode`le e´tudie´ est caracte´rise´ par :
– un rayonnement exte´rieur de Planck incident sur la frontie`re interne, qui n’a que tre`s peu
d’influence sur l’atmosphe`re, puisque ce rayonnement est e´teint bien avant d’avoir atteint la
moitie´ de l’atmosphe`re,
– le fait que l’atmosphe`re n’est hors-ETL que relativement pre`s de la frontie`re externe,
– la re´ponse imme´diate des e´lectrons aux effets NETL de`s que l’atmosphe`re est hors-ETL, la
fdv des e´lectrons commence a` s’e´carter d’une distribution maxwellienne dans la queue des
e´lectrons rapides, jusqu’a` atteindre des e´carts importants a` la frontie`re externe.
Ces e´le´ments sont spe´cifiques du choix du mode`le e´tudie´ (notamment le fait que l’atmosphe`re
soit isotherme), de la valeur retenue pour T et ρ, et surtout du choix d’une e´paisseur ge´ome´trique
tre`s e´leve´e pour que l’atmosphe`re soit optiquement e´paisse a` toutes les fre´quences. C’est principa-
lement ce dernier point qui explique le fait que les populations soient peu sensibles a` la forme de la
fdv des e´lectrons dans la queue : cf. Shoub [101], qui conseille de se placer dans un milieu d’e´pais-
seur optique dans la raie infe´rieure a` 200, pour avoir un retour significatif sur les populations, donc
sur le champ radiatif. Dans nos mode`les, cette e´paisseur optique vaut 3.09× 1016.











































Fig. 6.3 – (Mode`le ETL) Opacite´ χ(ν) (en m−1) en fonction de la fre´quence normalise´e ν/νR
(inde´pendante de la profondeur ge´ome´trique). Sur les figures a) et b) les cercles correspondent a` la
grille utilise´e, et il a e´te´ ne´cessaire d’utiliser plus de fre´quences pour tracer la courbe pleine. Sur les
figures c) et d) sont de´taille´s les processus radiatifs : bound-bound (raie Lα), bound-free, free-free,















Albedo ω(ν) from ETL model
without Rayleigh
with Rayleigh









Albedo ω(ν) from ETL model
Fig. 6.4 – (Mode`le ETL) Albe´do $(ν) en fonction de la fre´quence normalise´e ν/νR (inde´pendant
de la profondeur ge´ome´trique). Les cercles correspondent aux fre´quences de la grille. L’albe´do
repre´sente´ dans la raie Lα est $12 (Eq. 5.92).
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Fig. 6.5 – (Mode`le ETL) Intensite´ moyenne J(z, ν)/Bν(T ) (normalise´e a` la fonction de Planck)
montrant les deux composantes du rayonnement pre`s de la frontie`re interne, en fonction de la
profondeur ge´ome´trique 1−z/Z, ou de la profondeur optique τ0−τ . La figure de gauche correspond
a` la raie Lα, pour laquelle l’e´paisseur optique est τ0L ∼ 3.09 × 1016 et la profondeur optique τL.
La figure de droite repre´sente ν/νR = 0.5 (continu de Balmer) pour laquelle l’e´paisseur optique est
τ0 ∼ 1.83× 104.
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Fig. 6.6 – (Mode`le ETL) Intensite´ moyenne J(z, ν)/Bν(T ) (normalise´e a` la fonction de Planck) en
fonction de la fre´quence et en pre´sence d’un rayonnement incident de Planck a` la frontie`re interne.
Les cercles correspondent aux fre´quences de la grille.
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Fig. 6.7 – (Mode`le ETL) Intensite´ moyenne J(z, ν)/Bν(T ) (normalise´e a` la fonction de Planck) en
fonction de la fre´quence et en pre´sence d’un rayonnement incident de Planck a` la frontie`re interne.
Les cercles correspondent aux fre´quences de la grille. Le trait gras reproduit la courbe en surface
(z = 0) de la figure (Fig. 6.6, p. 104). Ces courbes correspondent aux profondeurs ge´ome´triques de
la grille, pour z/Z ≤ 10−2. Pour z/Z ≥ 10−1 ou z/Z ≤ 10−17, les courbes sont confondues avec
celles des cas z/Z = 1 et z/Z = 0 respectivement.
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Fig. 6.8 – (Mode`le ETL) Intensite´ moyenne J(z, ν)/Bν(T ) (normalise´e a` la fonction de Planck)
en fonction soit de la profondeur ge´ome´trique normalise´e z/Z, soit des profondeurs optiques τC et
τL (voir section 6.2.4). La figure en haut a` gauche repre´sente les courbes pour toutes les fre´quences
en fonction de la profondeur optique τ associe´e a` chacune des fre´quences. L’e´chelle en profondeur











































Fig. 6.9 – (Mode`le NETL) Abaque de correspondance entre la profondeur ge´ome´trique z et la
profondeur optique τ .
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Fig. 6.10 – (Mode`le NETL) Abaque de correspondance entre la profondeur ge´ome´trique z et la pro-
fondeur optique τ . Les courbes repre´sentent le rapport τNETL(z, ν)/τETL(z, ν) = Zτ(z, ν)/zτ0(ν).
Il permet de mieux distinguer les e´carts a` l’ETL que sur la figure (Fig. 6.9).
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Fig. 6.11 – (Mode`le NETL) E´carts a` l’ETL des populations et du degre´ d’ionisation. b1, b2 et χ ont
la de´finition habituelle utilise´e en physique des plasmas. Le degre´ d’ionisation est normalise´ a` sa





+ (voir la note C.1 pour les de´finitions).
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Fig. 6.12 – (Mode`le NETL) Intensite´ moyenne J(z, ν)/Bν(T ) (normalise´e a` la fonction de Planck)
en fonction de la fre´quence et en pre´sence d’un rayonnement incident de Planck a` la frontie`re
interne. Les cercles correspondent aux fre´quences de la grille.
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Fig. 6.13 – (Mode`le NETL) Intensite´ moyenne J(z, ν)/Bν(T ) (normalise´e a` la fonction de Planck)
en fonction de la fre´quence et en pre´sence d’un rayonnement incident de Planck a` la frontie`re
interne. Les cercles correspondent aux fre´quences de la grille. Le trait gras reproduit la courbe
en surface (z = 0) de la figure (Fig. 6.12, p. 109). Ces courbes correspondent aux profondeurs
ge´ome´triques de la grille, pour z/Z ≤ 10−1. Pour z/Z ≥ 10−1 ou z/Z ≤ 10−20 les courbes sont



















































Fig. 6.14 – (Mode`le NETL) Intensite´ moyenne J(z, ν)/Bν(T ) (normalise´e a` la fonction de Planck)
en fonction de la fre´quence et en pre´sence d’un rayonnement incident de Planck a` la frontie`re
interne. Les cercles correspondent aux fre´quences de la grille. Le trait gras reproduit la courbe
en surface (z = 0) de la figure (Fig. 6.12, p. 109). Ces courbes correspondent aux profondeurs
ge´ome´triques de la grille, pour z/Z ≤ 10−1. Pour z/Z ≥ 10−1 ou z/Z ≤ 10−20 les courbes sont
confondues avec celles des cas z/Z = 1 et z = 0. Le domaine des fre´quences est limite´ a` ν/νR ≤ 1.1
pour les de´tails a` faible fre´quence peu visibles dans la figure (Fig. 6.13, p. 110).
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Fig. 6.15 – (Mode`le NETL) Intensite´ moyenne J(z, ν)/Bν(T ) (normalise´e a` la fonction de Planck)
en fonction soit de la profondeur ge´ome´trique normalise´e z/Z, soit des profondeurs optiques τC et
τL (voir section 6.2.4). La figure en haut a` gauche repre´sente les courbes pour toutes les fre´quences
en fonction de la profondeur optique τ associe´e a` chacune des fre´quences. L’e´chelle en profondeur
optique est restreinte au voisinage de la re´gion ou` l’intensite´ moyenne chute.
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Fig. 6.16 – (mode`le NECM) Fdv des e´lectrons fe(z, v)/f
M
e (z, v) (normalise´e a` la maxwellienne de
tempe´rature T ) en fonction de la vitesse v, a` la frontie`re interne z/Z = 1 et a` la frontie`re externe
de l’atmosphe`re z/Z = 0.













































Fig. 6.17 – (mode`le NECM) Fdv des e´lectrons fe(z, v)/f
M
e (z, v) (normalise´e a` la maxwellienne de
tempe´rature T ) en fonction de la vitesse v pour toutes les profondeurs ge´ome´triques de la grille.
La courbe en gras reproduit la courbe superficielle de la figure (Fig. 6.16, p. 113). Les courbes
trace´es pour 10−3 ≤ z/Z ≤ 1 ou 0 ≤ z/Z ≤ 10−18 co¨ıncident avec les courbes z/Z = 1 et z = 0
respectivement.
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Fig. 6.18 – (mode`le NECM) Fdv des e´lectrons fe(z, v)/f
M
e (z, v) (normalise´e a` la maxwellienne de
tempe´rature T ) en fonction de la profondeur ge´ome´trique z pour quelques vitesses e´lectroniques
supe´rieures a` vR.
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Fig. 6.19 – (Mode`le NECM) Effet des e´lectrons non maxwelliens sur l’intensite´ moyenne du rayon-
nement. La figure du haut montre les intensite´s moyennes pour le cas NETL et NECM, et la courbe
du bas montre les e´carts relatifs entre les deux courbes du haut.
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Fig. 6.20 – (Mode`le NECM) Effet des e´lectrons non maxwelliens sur les e´carts des populations a`
l’ETL b1(z) et b2(z). La figure du haut montre les e´carts a` l’ETL pour le cas NETL et NECM, et




7.1 Extensions possibles de ce travail
Les extensions possibles de ce travail sont nombreuses. Nous allons re´sumer celles qui nous
paraissent les plus importantes dans notre vision actuelle des priorite´s.
7.1.1 Confirmation des re´sultats obtenus
Les calculs nume´riques pre´sente´s au chapitre 6 peuvent eˆtre qualifie´s de difficiles. Nous avons
constate´, comme il fallait s’y attendre, de fortes instabilite´s dans la re´solution ite´rative d’un syste`me
globalement non line´aire, comprenant deux e´quations cine´tiques couple´es.
Le transfert de rayonnement est certainement au cœur des difficulte´s rencontre´es dans ce pro-
ble`me. Nous avons utilise´, ame´liore´ et surtout comple´te´ les codes de l’e´quipe Transfert du CRAL,
spe´cialise´e dans la re´solution exacte de l’e´quation de transfert. Une nouvelle ge´ne´ration de codes a
e´te´ re´alise´e, non seulement pour les besoins de notre the`se, mais aussi en vue de leur utilisation par
la communaute´ des astrophysiciens de´sireux de disposer de codes de re´fe´rence (cf. le site internet
du groupe http://www-obs.univ-lyon1.fr/transfer/).
E´tant donne´ la difficulte´ des calculs nume´riques du chapitre 6, et bien que nous ayons toutes
les raisons d’eˆtre confiants dans les re´sultats obtenus, nous croyons utile de refaire ces calculs en
utilisant des codes de transfert diffe´rents des noˆtres. Nous pensons aux codes ALI utilise´s couram-
ment pour la mode´lisation des atmosphe`res [80], aux techniques de´veloppe´es par L. Crivellari et
E. Simonneau [105], et aussi aux codes en cours de re´alisation par l’e´quipe d’Analyse Nume´rique
de l’Universite´ Jean Monnet de Saint-Etienne (M. Ahues, A. Largillier, G. Panasenko, O. Titaud),
qui collabore depuis deux ans avec le groupe Transfert.
7.1.2 Transfert de rayonnement avec un mode`le re´aliste de diffusion
La confrontation de nos re´sultats avec ceux provenant d’autres codes de transfert doit permettre
non seulement de confirmer nos calculs, mais aussi de tester ces codes sur un cas ide´alise´ : celui
ou` les raies spectrales sont grises et le parame`tre de destruction des photons est spatialement
constant. Une fois teste´s et optimise´s, les codes nume´riques peuvent re´soudre notre proble`me avec
un profil re´aliste de raie et un parame`tre de destruction variable. Cette ge´ne´ralisation nous paraˆıt
importante, car il est possible qu’elle modifie de fac¸on substantielle les re´sultats du chapitre 6,
selon nous dans le sens d’une aggravation des e´carts constate´s avec la maxwellienne. S’agissant
du profil, cela provient du fait que la profondeur de thermalisation des photons dans une raie est
augmente´e lorsque la raie a des ailes, a` cause de la fuite des photons par les ailes.
Cette the`se doit donc eˆtre vue comme une sorte de tremplin vers une solution entie`rement
nume´rique du proble`me aborde´, dans un contexte plus re´aliste que le noˆtre.
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7.1.3 Ame´lioration des e´quations cine´tiques du proble`me
Nous n’avons en fait qu’une e´quation cine´tique, celle des e´lectrons, car nous avons pu remplacer
les e´quations cine´tiques des particules lourdes par leur moment d’ordre 0 sous l’hypothe`se des
e´lectrons rapides par rapport aux particules lourdes (cf. le commentaire de l’e´quation 2.30). Un
traitement rigoureux de la dynamique des collisions e´lectrons-neutres dans un proble`me comme
le noˆtre nous paraˆıt hors de porte´e des moyens de calcul actuels. On aura une ide´e du type de
difficulte´ qui se pre´sente lorsqu’on cherche a` calculer la fdv des e´lectrons conjointement a` celle des
atomes excite´s par exemple, en lisant l’article pionnier de Biberman, Vorob’ev, et Yakubov [7], qui
traite ce cas pre´cis.
7.1.4 Ame´lioration de l’e´quation cine´tique des e´lectrons
Nous avons re´solu cette e´quation sous les quatre hypothe`ses suivantes :
1. l’e´quation est stationnaire,
2. les termes d’e´coulement et de champ de force exte´rieur peuvent eˆtre ne´glige´s,
3. le terme de collisions e´lastiques est bien repre´sente´ par un mode`le BGK,
4. il est permis de ne s’inte´resser qu’a` la composante isotrope de la solution.
Il convient de revenir sur ces quatre hypothe`ses, qui ont e´te´ adopte´es essentiellement pour les
simplifications mathe´matiques qu’elles entraˆınent, plutoˆt qu’a` partir de conside´rations physiques
les validant. Dans ce paragraphe et dans le suivant qui concerne les particules lourdes, nous ne
pouvons que renvoyer a` la litte´rature levant certaines des hypothe`ses pre´ce´dentes, nous re´servant
une e´tude plus approfondie de cette litte´rature dans une phase ulte´rieure a` ce travail. D’une manie`re
ge´ne´rale, il est difficile de se faire une ide´e de l’influence des effets ne´glige´s, car le proble`me que nous
avons traite´ est fortement couple´ et globalement non line´aire. Il semble cependant que les termes
ne´glige´s dans le membre de gauche des e´quations cine´tiques ont plutoˆt tendance a` augmenter les
e´carts a` l’e´quilibre maxwellien des e´lectrons.
7.1.4.1 E´quation stationnaire
L’e´criture d’une e´quation stationnaire est permise lorsque le temps de relaxation des collisions
e´lastiques e´lectrons-e´lectrons est bien plus court que les e´chelles de temps typiques de l’atmosphe`re.
Dans la chromosphe`re solaire, ces e´chelles sont de l’ordre de la minute : c’est, par exemple, la dure´e
moyenne d’ascension des spicules (cf. [2, p. 114]). Or un calcul de Shoub [102, p. 342] montre
que les temps de relaxation collisionnels ne de´passent pas la seconde dans la re´gion de transition
chromosphe`re-couronne du soleil, meˆme dans la queue des e´lectrons tre`s rapides.
7.1.4.2 Le terme d’e´coulement et le champ de force exte´rieur des e´lectrons
Nous avons ve´rifie´ a` la section 3.6 qu’il n’e´tait pas absurde de ne´gliger ces deux termes par rap-
port au terme de collision e´lastique des e´lectrons dans les conditions physiques de la photosphe`re
solaire. Ce calcul d’ordre de grandeur sur un cas particulier n’a e´videmment aucun caracte`re uni-
versel, et la simplification qu’il entraˆıne doit eˆtre justifie´e beaucoup plus soigneusement que nous
l’avons fait dans les applications (cf. Claaßen [35, 36, pp 1875-1876] ou Oxenius [77, pp 738 et
742]).
A cause des deux simplifications en question, les applications ne peuvent concerner que les
milieux faiblement he´te´roge`nes (d’e´chelle de hauteur bien plus grande que le lpm des e´lectrons)
plonge´s dans un champ de force exte´rieur e´galement faible (c’est-a`-dire dont le travail sur une
distance de l’ordre du lpm des e´lectrons est petit devant l’e´nergie cine´tique moyenne des e´lectrons).
Lorsque cela n’est pas le cas, on doit re´soudre l’ECE avec un membre de gauche non nul, ce qui
entraˆıne le caracte`re non local de la fdv des e´lectrons : la forme de cette dernie`re sur une couche
de´pend des proprie´te´s globales de l’atmosphe`re. Des migrations d’e´lectrons des re´gions les plus
chaudes aux re´gions les plus froides se produisent en pre´sence d’un gradient e´leve´ de tempe´rature,
ainsi que des mouvements inverses duˆs au champ e´lectrique. Ce proble`me a e´te´ examine´, entre
autres, par Gurevich et Istomin [46], Shoub [102], Ljepojevic et Burgess [64], et applique´ a` la
re´gion de transition chromosphe`re-couronne de l’atmosphe`re solaire dans les deux derniers articles.
Des e´carts importants a` la maxwellienne ont e´te´ obtenus dans la queue des e´lectrons rapides
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(ve ≥ 3v¯e), a` cause des de´placement d’e´lectrons des re´gions chaudes vers les re´gions froides1. Une
forte anisotropie de la fdv e´lectronique a e´galement e´te´ constate´e.
Il serait utile de ge´ne´raliser ces travaux en comple´tant le terme de collision de l’ECE (collisions
ine´lastiques et photoniques) et en re´solvant cette e´quation conjointement a` l’e´quation de transfert
et aux e´quations cine´tiques des particules lourdes.
7.1.4.3 Le mode`le BGK pour le terme de collisions e´lastiques des e´lectrons
Voir l’annexe B. Nous devons notamment pre´ciser quelle forme de collisions e´lastiques est valable
avant de la mode´liser par un terme BGK. Nous avons vu a` la note C.2 et a` la section 6.1.2 que
la description des collisions e´lastiques par une forme de Balescu-Lennard semblait plus approprie´e
que la forme habituelle FPL, selon les calculs classiques de classification des plasmas.
7.1.4.4 Effets d’anisotropie de la fdv e´lectronique
Une fdv anisotrope des e´lectrons peut eˆtre obtenue dans deux situations au moins :
1. en ne ne´gligeant pas les termes d’e´coulement et de champ de force exte´rieur dans le membre
de gauche de l’ECE (cf. la section 7.1.5),
2. en pre´sence d’un champ radiatif intense lui-meˆme fortement anisotrope.
Nous nous sommes inte´resse´s au deuxie`me point en e´crivant les coefficients de l’e´quation de trans-
fert pour une fdv anisotrope des e´lectrons. Cet exercice ne pose pas de difficulte´ majeure lorsque
les sections efficaces diffe´rentielles d’absorption bf et ff sont e´crites dans l’approximation dipo-
laire. Disposant d’une copie des codes e´labore´s par G. Massacrier et K. El-Murr (CRAL, ENS)
pour calculer les parame`tres d’asyme´trie pre´sents dans ces coefficients, nous pouvons de´crire l’effet
anisotropisant d’un champ radiatif anisotrope sur les e´lectrons [65, 34].
La mode´lisation BGK du terme de collisions e´lastiques des e´lectrons pour une fdv anisotrope est
a` faire. La difficulte´ sur laquelle nous avons bute´ dans notre formulation du proble`me anisotrope
se situe au niveau de l’e´criture du terme de collisions ine´lastiques des e´lectrons. Ce terme fait
intervenir les sections efficaces diffe´rentielles d’excitation et d’ionisation collisionnelles e´lectrons-
atomes qui, a` notre connaissance, n’existent pas dans la litte´rature, meˆme pour l’hydroge`ne. Il
est difficile d’expe´rimenter en laboratoire avec de l’hydroge`ne monoatomique, ce qui explique la
rarete´ des donne´es expe´rimentales concernant ce gaz. Quant aux calculs the´oriques de ces sections
efficaces, ils sont inextricables et partent d’hypothe`ses inacceptables pour notre proble`me.
Sans disposer de sections efficaces diffe´rentielles suffisamment pre´cises, nous avons renonce´ a`
poursuivre nos investigations dans cette voie.
7.1.5 Ame´lioration des e´quations de l’e´quilibre statistique
Les taux des transitions collisionnelles ont e´te´ calcule´s sous les hypothe`ses suivantes :
1. les particules lourdes ont la meˆme tempe´rature cine´tique que les e´lectrons libres,
2. les effets d’e´coulement des atomes sont ne´gligeables,
3. les effets des collisions ine´lastiques entre atomes sont ne´gligeables.
7.1.5.1 Milieu a` deux tempe´ratures
D’une manie`re ge´ne´rale, l’hypothe`se d’une tempe´rature unique est mal adapte´e a` la description
d’un plasma hors e´quilibre thermodynamique. Il faudrait au moins supposer l’existence a priori de
deux tempe´ratures cine´tiques, l’une pour les e´lectrons et l’autre pour les particules lourdes (voir
N. Peyraud [85, 84] et l’article de revue de Biberman et al. [9]).
Il serait e´galement inte´ressant d’e´tudier les e´carts a` la maxwellienne induits par les collisions
e´lastiques e´lectrons-atomes lorsque leur tempe´rature diffe`re [9].
1La fre´quence de collision des e´lectrons de´croˆıt rapidement quand leur vitesse augmente (comportement en v−3e ),
donc ils sont faiblement couple´s au plasma : ces e´lectrons peuvent se de´placer presque librement des re´gions chaudes
vers les re´gions froides.
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7.1.5.2 Effets d’e´coulement des atomes
La prise en compte de ces effets ne´cessite e´galement une approche cine´tique : cf. les travaux de
Borsenberger, Oxenius et Simonneau [16, 17, 18] (pour une fdv maxwellienne des e´lectrons).
7.1.5.3 Prise en compte des collisions ine´lastiques entre atomes
Nous les avons ne´glige´es, mais elles jouent un roˆle important dans les atmosphe`res froides
pauvres en e´lectrons. Le proble`me majeur est au niveau de la dynamique : au cours d’une collision
entre atomes, les particules incidentes ont des vitesses comparables, et une approche cine´tique est
ne´cessaire [78, annexe E]. Une autre difficulte´ est l’absence de sections efficaces fiables de´crivant ce
type de collision.
Ce proble`me a e´te´ aborde´ entre autres par Shoub [101], Park [81], Biberman et al. [8, 9], entre
autres, qui ont montre´ que les collisions entre atomes deviennent importantes dans un plasma de
degre´ d’ionisation faible (a` partir de 6 × 10−4 dans l’exemple traite´ par Biberman et al. [9, p.
428]) et/ou d’e´paisseur optique faible dans la raie Lα (de l’ordre de 200 dans le proble`me aborde´
par Shoub [101, p. 288]). Le travail de Shoub a mis en e´vidence un inte´ressant phe´nome`ne de
feedback entre le calcul des populations et celui de la fdv des e´lectrons, pouvant entraˆıner une
baisse importante du degre´ d’ionisation par rapport aux conditions initiales, ce qui est une source
d’instabilite´s nume´riques si les collisions ine´lastiques entre atomes ne sont pas prises en compte.
7.2 Survol de quelques retombe´es astrophysiques
E´tant donne´ le caracte`re hautement ide´alise´ du proble`me re´solu au chapitre 6, il est certaine-
ment pre´mature´ d’aborder de`s a` pre´sent la question des applications astrophysiques. Tout au plus
pouvons nous indiquer les principales directions prises dans la litte´rature sur le sujet, qui nous
serviront de guide dans la phase d’approfondissement nume´rique de notre the`se.
Notre travail est caracte´rise´ par le fait que nous re´solvons le proble`me global des milieux irradie´s
partiellement ionise´s, l’ECE e´tant re´solue en ne´gligeant les trois termes situe´s dans son membre
de gauche (de´rive´e temporelle, gradient spatial, champ de force). Nous de´taillons ci-dessous trois
types d’applications astrophysiques a` ce type de travail.
7.2.1 La mode´lisation des milieux dilue´s non transparents tels que les
atmosphe`res stellaires ou les nuages interstellaires
L’e´cart a` la maxwellienne de la fdv des e´lectrons libres modifie les taux de transition entre les
e´tats lie´s des atomes des diffe´rentes espe`ces chimiques pre´sentes, donc aussi les populations de ces
niveaux et les grandeurs thermodynamiques caracte´ristiques du milieu (degre´ d’ionisation, densite´,
etc.) et du champ radiatif (intensite´, flux, etc.). C’est donc la mode´lisation globale d’objets tels
que les atmosphe`res stellaires qui peut eˆtre remise en cause par des e´carts importants de la fdv des
e´lectrons a` la maxwellienne [102, section IV a,b,c]. Nous avons remarque´ l’article de Salzmann et
Lee [96] qui permet de se faire une ide´e, a` l’aide d’arguments physiques et nume´riques simples, de
l’impact de ces e´carts sur les populations atomiques.
Nous comptons e´tendre le champ d’application du code ayant permis les calculs nume´riques du
chapitre 6 en l’appliquant a` des atmosphe`res stellaires de tempe´rature T , de densite´ de particules
lourdes n0 et de profondeur ge´ome´trique Z varie´es. Dans un deuxie`me temps, nous comptons
l’appliquer a` des atmosphe`res stellaires pre´sentant de faibles gradients de tempe´rature et de densite´
n0, la tempe´rature e´tant de´termine´e de fac¸on auto-consistante et la densite´ a` l’aide de l’e´quation
de l’e´quilibre hydrostatique.
Le but de ces extensions est d’estimer l’importance des effets de non thermalisation des e´lectrons
dans des atmosphe`res d’e´toiles occupant des positions diverses dans le diagramme HR.
7.2.2 Le calcul de la tempe´rature et/ou de la densite´ e´lectronique par
des techniques spectroscopiques ou des mesures in situ (sondes
spatiales dans le cas du soleil)
Les calculs classiques utilisent des taux de transition de´duits d’une fdv maxwellienne des e´lec-
trons, donc diffe´rents de ceux que l’on obtient en prenant une fdv re´aliste. Les conse´quences sur
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les estimations de la tempe´rature et/ou de la densite´ e´lectronique par inversion des donne´es ob-
servationnelles peuvent eˆtre tre`s importantes [90, 102, 74, 86, 37].
7.2.3 L’obtention de conditions aux limites pour l’e´tude de la re´gion de
transition et de la couronne solaire
La mode´lisation des couches les plus externes de l’atmosphe`re solaire ne´cessite un calcul auto-
consistant de la fdv des e´lectrons libres, car il est de´sormais bien admis que la queue des e´lectrons
rapides est surpeuple´e par rapport a` la maxwellienne [60]. L’ECE doit eˆtre re´solue en prenant en
compte des effets ne´glige´s dans cette the`se : gradients importants de la densite´ et de la tempe´rature
e´lectronique, prise en compte du champ de force exte´rieur (issu notamment du champ e´lectrique
et du champ magne´tique), effets d’anisotropie, etc. [46, 102, 64, 63, 97, 98].
Cette mode´lisation doit ne´anmoins partir de conditions aux limites ad hoc dans la re´gion concer-
ne´e, que l’on peut situer dans la photosphe`re ou la basse chromosphe`re. Nous pensons que notre
travail peut e´clairer le choix de ces conditions aux limites. Nous avons remarque´ les travaux de
Scudder [97, 98], qui tendent a` montrer qu’un exce`s d’e´lectrons rapides a` la base de la re´gion
de transition suffit a` expliquer le chauffage de la couronne solaire, sans aucun apport exte´rieur
d’e´nergie. La citation ci-dessous provient de [97, p. 349] :
“The present explanation replaces the enigma of the coronal temperature inversion with
the new question : ”Can formation of a suprathermal tail on the velocity distribution of
electrons and ions be preempted in the high chromosphere/low transition region where
the hydrogen convective zone power is dissipated or reflected and the plasma is nearly
fully ionised ?” The preliminary answer given in this paper is that since the H theorem
cannot be brought to bear in this regime, the non-Maxwellian distribution implied by
the suprathermal tail is more likely than not. The subsequent velocity filtration of this
distribution as a boundary condition for the fully ionized evolution of the overlying
layers is then a natural explanation of the coronal temperature inversion.”
7.3 Conclusion
Nous avons e´te´ surpris par la difficulte´ du proble`me aborde´ dans cette the`se. Nous avons rencon-
tre´ de grosses difficulte´s au niveau nume´rique, a` cause du transfert. Cela explique que le chapitre
6 ne soit pas a` la hauteur des ambitions des chapitres 1 a` 5 : le proble`me effectivement re´solu est
bien plus simple que le proble`me formule´ ! Mais la solution est probablement correcte.
Le proble`me que nous avons re´solu n’est pas nouveau, et le re´sultat obtenu va dans le sens des
travaux des physiciens des anne´es 70. Nous confirmons donc l’existence du proble`me des e´lectrons
dans une atmosphe`re stellaire et avons la conviction qu’il est aujourd’hui possible de le traiter
correctement. Le principal objectif de cette the`se est, finalement, d’e´tablir ces deux points.
D’ou` les tre`s nombreux projets, mentionne´s a` la section 7.1, qui se justifient par l’importance
des retombe´es astrophysiques, pre´sente´es a` la section 7.2. Parmi elles, la question du chauffage de
la couronne solaire nous paraˆıt e´videmment primordiale.
Annexe A
Description des interactions
Nous regroupons dans cette annexe les donne´es ne´cessaires a` la description statistique des colli-
sions entre particules, photons compris. Nous nous plac¸ons dans une atmosphe`re d’hydroge`ne pur
partiellement ionise´, contenant donc quatre cate´gories de particules : les photons, les e´lectrons,
les protons et les atomes d’hydroge`ne. Les interactions inte´ressantes sont celles qui mettent en
jeu les photons (transitions radiatives) ou les e´lectrons (collisions e´lectroniques). Les premie`res
comprennent les transitions bound-bound (bb), bound-free (bf -fb) et free-free (ff ), ainsi que la
diffusion des photons sur les particules mate´rielles. Les collisions e´lectroniques peuvent eˆtre e´las-
tiques, et dans ce cas elles sont suppose´es binaires, ou ine´lastiques. Les premie`res sont les collisions
e´lectrons-e´lectrons, e´lectrons-protons et e´lectrons-atomes. Les collisions ine´lastiques sont l’excita-
tion et l’ionisation par l’impact d’e´lectrons (suppose´s rapides par rapport aux particules lourdes)
et leur inverse : de´sexcitation collisionnelle et recombinaison a` trois corps.
Puisque nous ne nous inte´ressons qu’a` la composante isotrope de la fdv des e´lectrons, les pro-
cessus mettant en jeu ces particules pourront eˆtre de´crits par des sections efficaces inte´gre´es sur les
directions des vitesses e´lectroniques e´mergentes, ce qui est une simplification.
Les unite´s sont celles du syste`me (SI). Les constantes utilise´es dans ce chapitre sont regroupe´es
dans le chapitre sur les notations.
A.1 Processus radiatif bound-bound (bb)
La section efficace d’absorption bb et le coefficient d’e´mission spontane´e bb d’un atome d’hy-
droge`ne de vitesse v sont e´crits dans le re´fe´rentiel du laboratoire sous la forme habituelle
σiν,j(z,v, nˆ, ν) =
hνij
4pi
Bij ϕij(z,v, nˆ, ν) , (A.1)
σj,iν(z,v, nˆ, ν) =
hνij
4pi
Aji ψji(z,v, nˆ, ν) , (A.2)
la de´finition des coefficients d’Einstein Bij , Aji et des profils atomiques ϕij et ψji e´tant classique











i < j , (A.3)
est la fre´quence centrale de la raie associe´e a` la transition i ­ j pour i < j et νR = ER/h est la
fre´quence de Rydberg associe´e a` l’e´nergie de Rydberg ER. Rappelons que I(z, nˆ, ν)Bij est le taux
des transitions i → j par absorption d’un photon (inde´pendamment de sa direction-fre´quence) et
1
4piϕij(z,v, nˆ, ν) dnˆdν la probabilite´ que la direction-fre´quence du photon absorbe´ appartienne au
domaine (nˆ, dnˆ)×(ν, dν), sachant qu’une absorption a eu lieu. Les coefficients Aji sont les taux des
transitions j → i par e´mission spontane´e d’un photon (inde´pendamment de sa direction-fre´quence)
et 14piψji(z,v, nˆ, ν) dnˆdν la probabilite´ que la direction-fre´quence du photon e´mis appartienne au
domaine (nˆ, dnˆ)× (ν, dν), sachant qu’une e´mission a eu lieu.
Comme c’est l’usage en astrophysique, les coefficients Bij sont rapporte´s a` l’unite´ d’intensite´
spe´cifique du rayonnement incident, et valent donc c/4pi fois les coefficients rapporte´s a` l’unite´
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de densite´ d’e´nergie, que l’on trouve e´galement dans la litte´rature. Les coefficients Bij sont donc
exprime´s en unite´s J−1m2s−1, les coefficients Aji en unite´s s−1. Rappelons que les coefficients
d’Einstein sont moyenne´s sur la structure fine des niveaux i et j (cf. [51, annexe I]).














ψji(z,v, nˆ, ν) dnˆdν = 1 , (A.4)
issue de leur interpre´tation probabiliste.
A.1.1 Calcul des coefficients d’Einstein
Les coefficients Bij , lorsque ils sont calcule´s dans l’approximation dipolaire, se de´duisent des






Les forces d’oscillateur de l’atome d’hydroge`ne, moyenne´es sur les nombres quantiques azimu-
taux l, sont tabule´es dans Rybicki & Lightman [95] ou Sobelman [107]. Les valeurs retenues pour
les six transitions possibles entre les quatre premiers niveaux sont regroupe´es dans la table (Tab.
A.1).
fij (i < j) 1 2 3
2 0.4162
3 0.07910 0.6408
4 0.02899 0.1193 0.8420
Tab. A.1 – Forces d’oscillateur pour l’atome d’hydroge`ne fij pour i < j.









dans laquelle les gi et gj sont les poids statistiques des niveaux i et j (voir le chapitre sur les











A.1.2 Calcul des profils moyens d’absorption et d’e´mission
Le calcul des profils d’absorption et d’e´mission moyens, de´finis par
Φij(z, nˆ, ν) =
∫
fi(z,v)ϕij(z,v, nˆ, ν) dv , (A.8)
Ψji(z, nˆ, ν) =
∫
fj(z,v)ψji(z,v, nˆ, ν) dv , (A.9)
est d’une grande complexite´ pour une transition bb d’un mode`le re´aliste d’atome. La difficulte´
vient a` la fois du calcul des profils atomiques et de la de´termination des fdv particulaires [73]. Dans
cette the`se ou` le de´tail de la forme des raies spectrales n’est pas l’e´le´ment essentiel, nous avons
choisi le profil le plus simple, qui est le profil rectangulaire de Milne. Dans ce mode`le, les raies
sont grises, c’est-a`- dire a` une seule fre´quence, leur largeur provenant de l’effet Doppler. Les profils
moyens d’absorption et d’e´mission sont alors donne´s par la relation
ΦMij (z, ν) = Ψ
M





1 si |ν − νij | < 12∆νij(z)
0 sinon
, (A.10)
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ou` la largeur Doppler ∆νij(z) s’exprime en fonction de la masse mH des atomes d’hydroge`ne et de








Le profil de Milne est certes irre´aliste, mais il offre la possibilite´ d’utiliser un mode`le d’atome a`
plusieurs niveaux sans avoir a` introduire les complications nume´riques inhe´rentes a` la redistribution
en fre´quence des photons dans les raies. On obtient ainsi une e´quation de transfertmonochromatique
dans chaque raie, ce qui permet d’appliquer dans chaque raie nos codes de re´solution exacte de
cette e´quation (cf. la section 5.5.3).
A.2 Processus radiatif bound-free et free-bound (bf-fb)
A.2.1 Transitions bf : section efficace de photoionisation
La transition (i,v) + (nˆ, ν)→ (+,v) + (e,ve) est de´crite en supposant que l’atome est station-
naire et lent par rapport a` l’e´lectron e´jecte´. Elle est caracte´rise´e par une distribution σiν,+e(nˆ, ν;ve)
s’e´crivant comme le produit d’une section efficace diffe´rentielle σi+(θ, ν), de dimension L
2, par une
distribution exprimant la contrainte d’e´nergie




e (ν > νi+) , (A.12)
ou` νi+ = νR/i
2 est la fre´quence d’ionisation de l’e´tat d’e´nergie i de l’atome d’hydroge`ne, et νR est
la fre´quence de Rydberg.
Lorsque cette dernie`re porte sur la vitesse de l’e´lectron e´jecte´, on obtient l’e´criture
σiν,+e(nˆ, ν;ve) = σi+(θ, ν)
1
v2e
δ [ve − ζi+(ν)] , (A.13)
la division par v2e provenant de l’e´galite´ σiν,+e dve = σi+ dvˆe et du fait que dve = dvˆev
2
e dve. ζi+(ν)





(ν − νi+) (ν > νi+) . (A.14)
On remarquera que la section efficace diffe´rentielle ne de´pend que de l’angle θ des vecteurs
nˆ et vˆe en l’absence de polarisation du rayonnement incident et de l’atome. L’autre variable est
la fre´quence du photon incident dans le re´fe´rentiel de l’atome, qui est confondue dans l’e´quation
(A.13) avec sa fre´quence ν dans le re´fe´rentiel du laboratoire. En effet, la section efficace diffe´rentielle
de photoionisation varie lentement avec la fre´quence, et on peut la calculer en ne´gligeant l’effet
Doppler.
Il est e´galement utile, lorsqu’on s’inte´resse a` la dynamique des e´lectrons, de faire porter la
contrainte d’e´nergie sur la fre´quence du photon absorbe´. Puisque, d’apre`s (A.12),
1
v2e




δ [ν − ξi+(ve)] , (A.15)
ou` ξi+(ve) est la fre´quence d’un photon capable d’e´jecter un e´lectron a` la vitesse ve














σi+(θ, ν) δ [ν − ξi+(ve)] . (A.17)
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A.2.1.1 Expression de la section efficace inte´gre´e de photoionisation de l’atome d’hy-
droge`ne
Cette section efficace se de´duit de la distribution de transition par une inte´gration sur la vitesse
de l’e´lectron e´jecte´, soit
σi+(ν) =
∫
σiν,+e(nˆ, ν;ve) dve =
∫
4pi
σi+(nˆ.vˆe, ν) dvˆe = 2pi
∫ pi
0
σi+(θ, ν) sin θ dθ . (A.18)
Son expression pour un atome d’hydroge`ne a` l’e´tat i est la suivante [108] :




gbf (i, ν) , (A.19)
ou` gbf (i, ν) est le facteur de Gaunt (moyenne´ sur le nombre quantique l) et σi+ la valeur de la






αa20 i ≈ 7.907× 10−22 i m2 . (A.20)
La pre´sence de la fonction de Heaviside Y, de´finie par (Eq. 2.33), dans le membre de droite de
(A.19) indique que l’absorption n’a lieu que si la fre´quence du photon incident est supe´rieure a` la
fre´quence d’ionisation νi+.
La valeur du facteur de Gaunt gbf (i, ν) est proche de 1 a` la fre´quence d’ionisation νi+, augmente
jusqu’a` un maximum qui ne de´passe pas 1.1, puis de´croˆıt vers 0 dans le domaine des rayons X.
Ce coefficient a e´te´ tabule´ avec pre´cision par Karzas & Latter [52] et Massacrier [65]. Nous avons
utilise´ le programme de Massacrier [65] pour nos calculs nume´riques.
A.2.2 Transition fb : section efficace de recombinaison radiative
La transition inverse de la pre´ce´dente (+,v) + (e,ve) → (i,v) + (nˆ, ν) est de´crite par une
distribution σ+e,iν(ve; nˆ, ν) relie´e a` la distribution σiν,+e(nˆ, ν;ve) par la relation de re´ciprocite´
[78]
veσ+e,iν(ve; nˆ, ν) = Γi
2ν2
c2
σiν,+e(nˆ, ν;ve) , (A.21)
dans laquelle ve et ν ve´rifient l’e´quation d’e´nergie (A.12). Γi de´signe le coefficient (de dimension









On peut donc exprimer la distribution de´crivant une recombinaison radiative en terme de la
section efficace diffe´rentielle de photoionisation introduite pre´ce´demment :






δ [ve − ζi+(ν)] , (A.23)







σi+(θ, ν) δ [ν − ξi+(ve)] . (A.24)
A.3 Processus radiatif free-free (ff )
A.3.1 Section efficace d’absorption ff
La transition (i,v) + (e,ve) + (nˆ, ν) → (i,v) + (e,v′e) est de´crite en supposant de nouveau
la particule lourde stationnaire et lente par rapport a` l’e´lectron. Elle est caracte´rise´e par une
distribution σieν,ie(ve, nˆ, ν;v
′









δ [v′e − ζff (ve, ν)] , (A.25)








σii(ve, nˆ, ν; vˆ
′
e) δ [ν − ξff (ve, v′e)] (ve < v′e) , (A.26)










e = hν (A.27)
sur la vitesse e´mergente de l’e´lectron ou sur la fre´quence du photon absorbe´. Cette contrainte
entraˆıne en effet la relation
1
v′e
δ [v′e − ζff (ve, ν)] =
me
h
δ [ν − ξff (ve, v′e)] , (A.28)
qui fait intervenir la vitesse e´mergente ζff (v, ν) d’un e´lectron de vitesse v avant absorption d’un
photon de fre´quence ν






et la fre´quence ξff (v, v








v2 − v′2) (v > v′) . (A.30)
Dans le membre de droite des expressions (Eqs. A.25, A.26), σii(ve, nˆ, ν; vˆ
′
e) de´signe la section
efficace diffe´rentielle d’absorption ff, de dimension L4T. En l’absence de polarisation du photon
incident, elle de´pend de trois directions : celles du photon incident, celle de l’e´lectron incident, et
celle de l’e´lectron e´mergent. A cause de l’invariance par rotation du syste`me atome-e´lectron-photon
dans son ensemble, elle ne de´pend en fait que des angles de ces trois directions. Son inte´grale
sur deux quelconques de ces trois angles est inde´pendante du choix de ces angles, et le re´sultat
est isotrope, c’est-a`-dire inde´pendant de la direction par rapport a` laquelle les deux angles sont
de´finis. Si on l’inte`gre sur une seule des trois directions dont elle de´pend, le re´sultat ne de´pend
que de l’angle des deux directions restantes. Comme dans le cas d’une absorption bf, nous avons
ne´glige´ l’effet Doppler pour le calcul de la section efficace d’absorption ff, car cette dernie`re varie
lentement avec la fre´quence.
A.3.1.1 Expression de la section efficace d’absorption ff pour un potentiel purement
coulombien
Sous l’hypothe`se d’isotropie de la fdv e´lectronique, la section efficace utile est moyenne´e sur la













Le calcul analytique de cette section efficace, de dimension L4T, est possible lorsqu’on suppose
que les e´lectrons se de´placent dans un potentiel purement coulombien provoque´ par des ions de
charge effective Z [52, 49, 34]. Cette hypothe`se paraˆıt raisonnable dans nombre de proble`mes de
la physique des plasmas ou de l’astrophysique [52]. Le re´sultat est e´crit dans [34] sous la forme







gff (ve, ν) , (A.32)
ou` gff (ve, ν) est le facteur de Gaunt du processus ff et σff la valeur de la section efficace pour ve
et ν ve´rifiant 12mev
2









≈ 1.057× 10−57 Z2 m4s . (A.33)
Les coefficients σff et gff de´pendent de la charge effective Z, ce qui n’apparaˆıt pas dans les
notations. Nous ne´gligerons les transitions ff induites par les atomes neutres d’hydroge`ne, pour ne
conserver que celles qui mettent en jeu les protons. Nous choisirons un nombre de charge effectif
compris entre 0 et 1 pour traduire les effets d’e´cran des e´lectrons libres sur les protons.
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On remarquera e´galement que la section efficace pre´ce´dente est rapporte´e a` l’unite´ de flux
d’e´lectrons incidents, ce qui explique sa de´pendance en 1/v2e au lieu de celle en 1/ve fre´quemment
rencontre´e dans la litte´rature.






pour empeˆcher la divergence de la section efficace lorsque la fre´quence tend vers 0, une pratique
courante en physique des plasmas1.
Nous avons utilise´ le programme de El-Murr et Massacrier [34] pour calculer le facteur de Gaunt
du processus ff.
A.3.2 Section efficace d’e´mission ff
La distribution σie,ieν(v
′
e;ve, nˆ, ν) de´crivant une e´mission ff est relie´e a` son homologue pour
l’absorption par la relation de re´ciprocite´ [78]
v′eσie,ieν(v
′






dans laquelle les vitesses e´lectroniques ve´rifient la contrainte d’e´nergie (A.27).
On de´duit donc des relations (Eqs. A.25, A.26) la double e´criture
σie,ieν(v
′
e;ve, nˆ, ν) =
2ν2
c2





δ [v′e − ζff (ve, ν)] , (A.36)
σie,ieν(v
′







σii(ve, nˆ, ν; vˆ
′
e) δ [ν − ξff (ve, v′e)] (ve < v′e) , (A.37)
reliant la distribution σie,ieν(v
′
e;ve, nˆ, ν) a` σii(ve, nˆ, ν; vˆ
′
e), la section efficace diffe´rentielle d’ab-
sorption ff.
A.4 Processus radiatif de diffusion
A.4.1 Ge´ne´ralite´s
La distribution de´crivant la diffusion e´lastique d’un photon sur une particule de type k : (k,vk)+














δ(ν′ − ν) , (A.38)
lorsqu’on suppose que la diffusion est isotrope et monochromatique dans le re´fe´rentiel du labo-
ratoire. σk(ν) de´signe la section efficace inte´gre´e de diffusion, de dimension L
2, que nous allons
expliciter pour k = e (diffusion Thomson) et pour k = 1 (diffusion Rayleigh sur des atomes
d’hydroge`ne a` l’e´tat fondamental).
A.4.2 Section efficace inte´gre´e de diffusion Thomson des photons
La section efficace inte´gre´e de diffusion des photons sur une charge libre k est donne´e par la
formule de Compton. La diffusion Compton devient la diffusion Thomson aux basses e´nergies, c’est-
a`-dire lorsque la condition hν ¿ mec2 ¿ mkc2 est re´alise´e. Pour un photon thermique d’e´nergie
hν = 2kT , cette condition est re´alise´e de`s que T ¿ 3× 109K, ce qui est toujours le cas dans une
atmosphe`re stellaire.









1En fait, l’additivite´ des processus individuels d’absorption et d’e´mission ff des e´lectrons suppose l’absence d’effets
collectifs de rayonnement de ces derniers, ce qui ne´cessite que la fre´quence du rayonnement absorbe´ ou e´mis soit
bien supe´rieure a` la fre´quence de plasma νp (remarque extraite de [78, p. 32]).
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dans laquelle mk et qk sont la masse et la charge du centre diffuseur, montre que la section efficace
est inde´pendante de la fre´quence et inversement proportionnelle au carre´ de la masse du centre
diffuseur. Il est donc permis de ne´gliger la diffusion des photons sur les protons en pre´sence de
densite´s e´gales de protons et d’e´lectrons dans une atmosphe`re e´lectriquement neutre.
La section efficace de diffusion Thomson des photons sur les e´lectrons sera e´crite sous la forme
σe(ν) = σT =
8pi
3
r2e ∼ 6.652× 10−29m2 . (A.40)
ou` re est le rayon classique de l’e´lectron
re = α
2a0 ∼ 2.818× 10−15m . (A.41)
A.4.3 Section efficace de diffusion Rayleigh sur les atomes d’hydroge`ne









ν2ij − ν2 + 2iγijν
. (A.43)
fij de´signe la force d’oscillateur d’absorption pour i < j et le produit −(gj/gi)fji pour i > j.








et elle est beaucoup plus petite que νij car νij ≤ νR, fij ≤ 1 et α ¿ 1. On retrouve le mode`le
classique de Lorentz en faisant fij = 1 dans (A.43) et (A.44). Rappelons que les fij ve´rifient la




fij = 1 , (A.45)
la somme portant sur tous les niveaux, y compris le continu.
La section efficace pre´ce´dente pre´sente les caracte´ristiques suivantes :
1. en ν = 0, Ii(0) vaut Pi/4ν
2









2. Pour ν ≈ νij , la somme dans (A.43) est domine´e par son terme d’ordre j, et on peut

















(νij − ν)2 + γ2ij
. (A.49)
Il vient, en utilisant les expressions (A.40) et (A.41) de la section efficace de diffusion Thomson
σi(ν) = piα
2a0cfijϕij(ν) , (A.50)
et on retrouve la section efficace d’absorption bb (A.1) (avec un profil de Lorentz) en utilisant
l’expression (A.5) de Bij .
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3. Enfin lorsque ν → +∞, Ii(ν) ≈ −
∑
j fij/ν
2 = −1/ν2 a` cause de (A.45), et σi(ν) → σT
comme il se doit.
La section efficace de diffusion Rayleigh de l’atome d’hydroge`ne sera calcule´e pour l’e´tat 1s seule-
ment (i = 1 dans (A.42) et (A.43)) et son domaine de de´finition est l’intervalle [0, ν12], ce qui





ν21j − ν2 + 2iγ1jν
=
f12









ν¯2 − ν2 (ν ≤ ν12) , (A.52)
le choix de f¯1 et de ν¯ e´tant pre´cise´ a` la fin de cette section. Ce choix doit eˆtre tel que l’on retrouve












qui ne suffit pas a` elle seule a` de´terminer les deux parame`tres f¯1 et ν¯, mais assure la cohe´rence de
ce choix.
En substituant (A.52) dans (A.51), le re´sultat dans (A.42) et en utilisant l’expression (A.49)


















Cette dernie`re fonction se comporte comme 4(ν/ν12)
4 lorsque ν ¿ ν12 et elle tend vers 1 lorsque
ν → ν12.
La relation (A.54) est valable pour ν ∈ [0, ν12] et elle a le comportement attendu lorsque la
fre´quence tend vers les extre´mite´s de l’intervalle [0, ν12]. En effet :
1. si ν → 0, ϕ12(ν) → ϕ12(0) ≈ γ12/piν212 car γ12 ¿ ν12. De plus K1(ν) → K1(0) ≈ P1/4ν2R −
f12/ν
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2. si ν → ν12, on peut ne´gliger le second terme par rapport au premier dans le membre de droite
de (A.51), donc dans celui de (A.54), qui devient
σ1(ν) ≈ 4pi2αa20νRϕ12(ν)f12 .
On retrouve bien (A.1), compte tenu de (A.5).
Les constantes figurant dans l’expression (A.54) de la section efficace de diffusion Rayleigh (voir
[99, appendice A2]), sont : P1 = 4.5, ν12 = 0.75 νR, f12 = 0.4162, ν¯ = 1.016 νR, et f¯1 = 0.3975.
A.5 Collisions e´lastiques
A.5.1 Ge´ne´ralite´s. Section efficace diffe´rentielle
Au cours de la collision e´lastique (k,vk) + (e,ve) → (k,v′k) + (e,v′e), ou` k de´signe n’importe
quel type de particule y compris les e´lectrons, les contraintes d’impulsion et d’e´nergie s’e´crivent















Introduisons les vitesses relatives avant et apre`s collision respectivement : gke = ve − vk et
g′ke = v
′
e−v′k, qui sont invariantes en passant du re´fe´rentiel du laboratoire au re´fe´rentiel du centre
de masse des deux particules.
La contrainte d’impulsion permet de calculer la vitesse de la cible k apre`s la collision en terme
de sa vitesse initiale et des vitesses relatives gke et g
′
ke
v′k = vk −
µk
mk
(g′ke − gke) , (A.59)





La contrainte d’e´nergie entraˆıne l’invariance des modules des vitesses relatives avant et apre`s
collision :
g′ke = gke . (A.61)
















δ(g′ke − gke) . (A.62)
Le coefficient qke(v,v
′) figurant dans le membre de droite est la section efficace diffe´rentielle
de collision e´lastique des e´lectrons avec les particules de l’espe`ce k, de dimension L2. Cette section
efficace est celle que l’on calcule dans le re´fe´rentiel du centre de masse des deux particules, d’ou` sa
de´pendance par rapport aux vitesses relatives gke et g
′
ke. Pour les raisons de syme´trie habituelles,
on a en fait
qke(gke,g
′
ke) = qke(gke, gˆ
′
ke) = qke(gke, θ) , (A.63)
ou` θ = angle(gˆke, gˆ
′
ke) est l’angle de la diffusion dans le re´fe´rentiel du centre de masse. Rappelons




















e a` cause de la
contrainte d’impulsion (A.57).
A.5.2 Section efficace inte´gre´e
L’inte´grale de la distribution (A.62) sur les vitesses e´mergentes se calcule graˆce au changement









e = qke(gke) , (A.65)




qke(v, θ) sin θ dθ . (A.66)
A.5.3 Collisions e´lastiques des e´lectrons avec des particules charge´es
La section efficace diffe´rentielle de collisions e´lastiques entre e´lectrons ou des e´lectrons avec des
protons est donne´e par la formule de Rutherford (3.13), transforme´e avec des grandeurs adapte´es :
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Notons que l’expression (A.67) n’est valable que pour des angles θ faibles lorsque k = e, a`
cause de l’effet de syme´trie quantique (indiscernabilite´ des e´lectrons en interaction) de´crit dans
la note C.2, et explicite´ par la formule (C.18). Nous nous plac¸ons toujours dans le cas des angles
de de´viation faibles. L’expression (A.67) de la section efficace diffe´rentielle montre que la section
efficace inte´gre´e correspondante diverge, a` cause des collisions lointaines de faibles de´viations. Pour
e´liminer cette divergence, la me´thode habituelle est de faire une coupure du domaine d’inte´gration
de (A.66) a` un angle de de´viation minimum θm (voir [32] et la note C.2). Cette coupure est justifie´e
par l’effet de Debye-Hu¨ckel d’e´crantage d’une charge e´lectrique par ses voisines de charge oppo-
se´e, dans un plasma e´lectriquement neutre. Par cet effet, deux charges e´lectriques n’interagissent











Dans un plasma cine´tique classique, la longueur de Debye est beaucoup plus grande que les








qui est la valeur du parame`tre d’impact donnant lieu a` une de´viation e´gale a` 90o. L’angle de
de´viation minimum θm, exprime´ en radians dans le re´fe´rentiel du centre de masse, est alors e´gal a`
2pek/λD.
La section efficace de Rutherford (Eq. 133), inte´gre´e de cette fac¸on, est inde´pendante de la




que l’on rencontre dans le mode`le des sphe`res dures.
Dans le cas de collisions coulombiennes, la section efficace (A.71) a peu d’inte´reˆt physique. En
effet, le terme de source collisionnel des e´lectrons se pre´sente, dans la formule de Boltzmann, comme
la diffe´rence de deux inte´grales de meˆme signe. Pour des de´viations tre`s faibles des e´lectrons, cette
diffe´rence diverge beaucoup moins vite que chaque inte´grale prise se´pare´ment. L’ordre de grandeur
de chaque inte´grale est la section efficace inte´gre´e (A.71), alors que l’ordre de grandeur de la




qke(v, θ)(1− cos θ) sin θ dθ . (A.72)
Cette dernie`re section efficace se calcule en effectuant la coupure angulaire a` θm, ce qui donne








Par la suite, il sera utile de simplifier Qke(z, v) en remarquant que les variations du logarithme
avec la vitesse sont faibles en comparaison des variations induites par le parame`tre d’impact. On




Qke(z, v) = 4pip
2
ek(v) lnΛ(z) , (A.74)
ou` lnΛ(z) de´signe le logarithme coulombien au point z



















Le logarithme coulombien associe´ aux collisions e´lectrons-protons est diffe´rent de celui des
collisions e´lectrons-e´lectrons, mais cette diffe´rence est faible (a` cause du logarithme) et on utilisera
une expression unique du logarithme coulombien pour les deux types de collision.
Pour finir, ni l’expression (A.71) ou (A.74) de la section efficace inte´gre´e ne seront utilise´es
dans le terme de collisions e´lastiques, a` cause de la forme diffe´rentielle FPL plutoˆt qu’inte´grale
de Boltzmann utilise´e, voire le mode`le BGK. Cette discussion a permis d’entrevoir la difficulte´
pose´e par le traitement mathe´matique des interaction coulombiennes dans l’e´quation cine´tique
des e´lectrons. Nous renvoyons a` la section 3.2 pour une description plus de´taille´e des collisions
e´lastiques (forme et section efficace).
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A.5.4 Cas des collisions e´lastiques des e´lectrons avec les atomes
A.5.4.1 La section efficace diffe´rentielle de collision (sed)
Dans les premiers calculs classiques de la sed, l’interaction a` grande distance entre un e´lec-
tron et un atome d’hydroge`ne est du type dipoˆle induit [32], ce qui donne un potentiel ϕ(r) =
−αd e2/4pi²0r4, fonction de la distance relative r entre les deux types, αd e´tant la polarisabilite´
dipolaire de l’atome d’hydroge`ne. C’est ce potentiel que l’on utilise avec la formule (C.17) pour
en de´duire la sed. Dans l’approximation des petits angles [61], il existe une formule analytique qui
indique que la sed n’est pas isotrope (elle est pique´e vers l’avant) est qu’elle est proportionnelle
a` l’inverse de la vitesse relative de l’e´lectron avec l’atome. Expe´rimentalement, la sed est bien pi-
que´e vers l’avant, mais la de´pendance en la vitesse relative et l’angle de de´viation est complique´e
[48, 116, 117, 104]. Les calculs the´oriques sont quantiques (ondes partielles, potentiel optique, ap-
proximation pseudo-state, etc.) et il n’existe pas de formule analytique simple pour la sed qHe(g, θ)
[39, 21, 66]. Les expe´riences de mesure sont re´centes parce qu’il est tre`s difficile de produire de
l’hydroge`ne atomique. On dispose de tables assez pre´cises pour un large domaine de vitesses et
d’angles, mais l’ajustement de ces courbes est difficile parce que la sed de´pend de deux variables.
Nous montrons dans la figure (Fig. A.1) ci-dessous deux exemples typiques de cette sed.
Fig. A.1 – Sections efficaces diffe´rentielles de collision e´lectron-atomes neutres expe´rimentales.
Elle sont issues de Shyn et al. [104]. La figure de gauche est typique pour les e´nergies E < 10 eV,
et la figure de droite est typique des e´nergies E > 10 eV.
Par la suite, nous serons e´ventuellement amene´s a` supposer que l’isotropie de la sed est une
approximation acceptable lorsque elle est utilise´e dans les inte´grales angulaires de ce me´moire,
approximation dont nous discutons la validite´ a` la section B.4.1, et que nous avons faite dans
l’annexe A. Dans ce cas qHe(g, θ) = qHe(g)/4pi, ou` qHe(g) est la section eficace inte´gre´e (sei) en
question.
A.5.4.2 La section efficace inte´gre´e (sei)
Il n’existe pas d’expression analytique simple de la section efficace inte´gre´e de collisions e´las-
tiques e´lectrons- atomes sur une gamme suffisamment large de vitesses incidentes. La the´orie est
quantique, et fait appel a` des de´veloppements en se´rie. Par contre, cette sei est facile a` mode´liser,
ce que nous avons fait ne trouvant pas d’ajustement dans la litte´rature. Nous re´sumons ci-dessous
le re´sultat que nous utiliserons, et plus loin les de´tails des calculs et ajustements qui ont permis
d’y parvenir.
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donne´e en fonction de la vitesse re´duite x = ve/αc pour simplifier les notations. L’approximation de
Born correspond aux valeurs des parame`tres b0 = 4, b1 = 3/2, et b2 = 7/12. Cette approximation
est peu pre´cise aux faibles e´nergies, mais reproduit correctement les donne´es aux grandes e´nergies.
Nous avons conserve´ la forme analytique de l’approximation de Born et avons ajuste´ les para-
me`tres b0, b1, et b2 aux donne´es the´oriques et expe´rimentales publie´es [24, 39, 54, 21, 23, 104, 22].
Nous avons obtenu un bon accord (mieux que 10%) pour de nouvelles valeurs ajuste´es b0 = 25,
b1 = 0.5, et b2 = 0.1. Bien suˆr, les donne´es dont nous sommes partis sont entache´es d’erreurs,
la pre´cision des mesures e´tant parfois estime´e a` 15% (cf. [24, 104]). Notre formule donne, pour
une vitesse e´lectronique nulle, qHe(0) = 25pia
2
0. Cette valeur semble compatible avec les re´sultats
expe´rimentaux.
Cette section efficace ne de´pend pas de l’e´tat d’excitation de l’atome, parce que base´e sur des
mesures expe´rimentales ne distinguant pas les diffe´rents e´tats d’e´nergie. Les calculs et les re´sultats
expe´rimentaux sont valables surtout pour l’e´tat fondamental, et ils seront e´tendus dans cette the`se
a` tous les e´tats lie´s de l’atome d’hydroge`ne.
A.5.4.2.2 Donne´es Parmi les donne´es re´centes de sections efficaces de collisions e´lastiques
entre e´lectrons et atomes d’hydroge`ne, expe´rimentales et the´oriques, nous avons choisi 9 re´fe´rences
diffe´rentes [116, 117, 24, 39, 54, 21, 23, 104, 22]. Toutes les donne´es de´pendent de l’e´nergie E
de l’e´lectron incident (dans le re´fe´rentiel de la particule cible qu’est l’atome d’hydroge`ne), mais
sont habituellement tabule´es en fonction de la norme k du vecteur d’onde de l’e´lectron, de´finie
comme E = mev
2/2 = (~k)2/2me, ou` me est la masse de l’e´lectron et v sa vitesse. k est souvent
normalise´ a` l’inverse du rayon atomique de Bohr a0 de fac¸on a` ce que la valeur k = 1 corresponde
a` l’e´nergie E = ER et a` la vitesse v = αc, ou` ER est l’e´nergie de Rydberg et α est la constante
de structure fine. De meˆme, en utilisant la convention habituelle, les valeurs des sections efficaces
sont normalise´es a` la valeur pia20. Alors k remplacera la vitesse v, pour la sei notamment. On e´crit
qHe(k) = qHe(v). On notera que nous n’utilisons pas la de´finition standard de l’e´nergie, qui vaut 2
Rydbergs pour k = 1.
Toutes les donne´es permettent de tabuler la section efficace inte´gre´e sur un domaine 0.09 <
(ka0)
2 < 50, ce qui correspond a` un domaine d’e´nergie 1.22 < E < 680 (E en eV ) :
– donne´es expe´rimentales pour 0.37 < (ka0)
2 < 2.21,
fournies par Shyn et al. [104],
– donne´es the´oriques pour 0.90 < (ka0)
2 < 2.25,
fournies par Callaway et al. [24],
en utilisant une me´thode variationnelle pour les premiers moments cine´tiques, et une me´thode
pseudo-state pour les autres,
– donne´es the´oriques pour 2.21 < (ka0)
2 < 50.00,
fournies par Kingston et al. [54],
en utilisant la me´thode DWSBA (Distorded Wave Second Born Approximation),
– donne´es the´oriques pour 0.09 < (ka0)
2 < 14.71,
fournies par Fon et al. [39],
en utilisant une me´thode pseudo-state (1s− 2p¯),
– donne´es the´oriques pour 0.91 < (ka0)
2 < 7.35,
fournies par Callaway et al. [23],
en utilisant une me´thode close-coupling a` six e´tats avec un potentiel optique,
– donne´es the´oriques pour 1.05 < (ka0)
2 < 7.35,
fournies par Callaway et al. [22],
en utilisant une me´thode pseudo-state,
– donne´es the´oriques pour 0.91 < (ka0)
2 < 7.35,
fournies par Callaway et al. [21],
en utilisant une me´thode close-coupling avec un potentiel optique matriciel.
Nous n’avons pas utilise´ les donne´es expe´rimentales de Williams [116, 117], cite´es tre`s souvent
par comparaison avec les me´thodes the´oriques, car nous disposions de donne´es expe´rimentales plus
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re´centes, bien que couvrant un domaine plus faible en e´nergie, mais aussi parce que les donne´es de
Williams ne concernent que la section efficace diffe´rentielle, et ne couvrent pas le domaine angulaire
complet de 0 a` pi.
A.5.4.2.3 The´orie classique Elle permet de calculer la section efficace diffe´rentielle en se´pa-
rant les variables de vitesse et d’angle, en utilisant le potentiel habituel de polarisation V (r) ∝
−1/r4 de´crit dans la section suivante. On obtient une expression exacte de la fonction des vi-
tesses : la section efficace inte´gre´e est inversement proportionnelle a` la vitesse, pour toutes les
vitesses possibles de ze´ro a` l’infini. Elle diverge donc en ze´ro.
Ce re´sultat a, entre autres, e´te´ utilise´ par Oxenius [76], et mentionne´ par Delcroix [32].
A.5.4.2.4 The´orie quantique On utilise habituellement la me´thode des de´phasages pour cal-
culer les sections efficaces (de´composition de la fonction d’onde des e´lectrons en ondes partielles de
moment cine´tique bien de´fini). Cette me´thode ne permet ge´ne´ralement pas d’obtenir une expres-
sion simple des sections efficaces, parce qu’il est ne´cessaire de sommer toutes les ondes partielles.
Bien qu’un nombre fini d’entre elles soient suffisantes en re´alite´, ce nombre reste grand.
On peut avoir recours a` l’approximation de Born, valable seulement pour les hautes e´nergies,
typiquement supe´rieures a` 100 eV pour la collision e´tudie´e. Ce calcul ne´cessite de connaˆıtre le
potentiel V (r) cre´e par l’atome sur l’e´lectron a` une distance r. Il semble approprie´ d’utiliser le
potentiel de polarisation dipolaire





αd ≈ 4.5a30 . (A.77)
Nous n’avons pas trouve´ dans la litte´rature d’expression analytique de la section efficace dans
l’approximation de Born pour ce potentiel de polarisation. Par contre nous avons trouve´ le calcul
exact fait en supposant l’atome dans l’e´tat fondamental (1s), non polarise´ par l’e´lectron (potentiel









ou` A = 4, B = 6 et C = 7/3.
Cette section efficace est finie en ze´ro, et vaut qHe(0) = 4pia
2
0 . Cette valeur n’est sans doute
pas correcte car l’approximation de Born n’est pre´cise que pour les grandes e´nergies.
On peut avoir une ide´e assez pre´cise du comportement des sections efficaces a` tre`s basse e´nergie
en utilisant le de´veloppement de la porte´e effective qui permet notamment de connaˆıtre la valeur
qHe(0) a` partir de la valeur en ze´ro du de´phasage de la premie`re onde partielle (s). En tenant compte
des effets d’e´change entre l’e´lectron incident et l’e´lectron atomique, la section efficace inte´gre´e pour













ou` a+ et a− sont les longueurs de diffusion de l’e´tat singulet (syme´trique, spin nul) et de l’e´tat triplet
(anti-syme´trique, spin e´gal a` 1) respectivement. En utilisant la the´orie des orbitales polarise´es [114],
on trouve a+ ∼ 5.8 et a− ∼ 1.9, alors qHe(0) ∼ 44.5pia20 .
A.5.4.2.5 Ajustement des donne´es Apre`s avoir trace´ les donne´es concernant la section ef-
ficace inte´gre´e, il apparaˆıt que :
1. la section efficace croˆıt tre`s vite lorsque on se rapproche de ze´ro, mais semble eˆtre finie,
2. elle a l’air strictement de´croissante et tend vers ze´ro a` l’infini,
3. on peut de´composer le domaine des e´nergies en trois parties, et de´crire chaque partie par un







ou` Q et n sont les parame`tres a` ajuster :
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(a) re´gion des faibles e´nergies : 0 < (ka0)
2 < 0.5,
l’ajustement indique que la section efficace est proportionnelle a` l’inverse de la vitesse,
bien qu’elle semble finie en ze´ro (la premie`re valeur donne´e est k2 = 0.09). On retrouve
le comportement pre´dit par la the´orie classique. Nous comparons dans la table (Tab.
A.2) ci-dessous les valeurs de la constante de proportionalite´ Q donne´e par l’ajustement
avec celles utilise´es par les auteurs cite´s a` la section A.5.4.2.3.
Ajustement Oxenius [76] Delcroix [32]
Q 7.2 6.5 8.3
Tab. A.2 – valeurs du coefficient Q (Eq. A.80) pour la re´gion des faibles e´nergies.
(b) re´gion des e´nergies moyennes : 0.5 < (ka0)
2 < 10,
l’ajustement donne le re´sultat n = 2.25 et n = 2.5 comme valables, avec Q = 5 pour ces
deux valeurs de n. L’ajustement pour n = 2 est plus mauvais que celui pour n = 2.5,
valeur que nous retiendrons pour de´crire ce comportement.
(c) re´gion des hautes e´nergies : 10 < (ka0)
2 < 50,
l’ajustement est acceptable pour (n = 2.16 , Q = 3.5) ou (n = 2 , Q = 2.6). La valeur
n = 2 permet de retrouver le comportement de l’approximation de Born.
Apre`s avoir trace´ la section efficace dans l’approximation de Born d’apre`s la formule (A.78), la
comparaison avec les donne´es montre que cette approximation est valable dans la re´gion des hautes
e´nergies, ce que nous attendions, et sous-estime la valeur en ze´ro, tout en suivant qualitativement
la courbe de donne´es. Nous avons pense´ que la forme (A.78) e´tait bien adapte´e pour de´crire les
donne´es, a` condition que les parame`tres A, B et C soient ajuste´s convenablement. Pour cela, on
a besoin de connaˆıtre la valeur de la section efficace en ze´ro. Nous utiliserons le de´veloppement
de la porte´e effective de´crit plus haut, en utilisant la formule (A.79). Nous avons de´ja` indique´ a`
la section A.5.4.2.4 certaines valeurs des longueurs de diffusion a+ et a− dont nous avons besoin.
Comme les auteurs des donne´es the´oriques fournissent aussi les de´phasages en ge´ne´ral, et que la
formule pour de´terminer la longueur de diffusion a` partir du de´phasage η±0 (k) de l’onde partielle




= 1/a± + 0(k) , un ajustement line´aire en k a e´te´ obtenu a` partir de ces
donne´es [39, 114, 24]. La plupart des points aux tre`s basses e´nergies provenant de Temkin et al.
[114], l’accord entre les valeurs de ces derniers auteurs et celles obtenues par l’ajustement est tre`s
bon, comme le montre la table (Tab. A.3) ci-dessous.






Tab. A.3 – valeurs des coefficients a+ et a− (Eq. A.79).
Apre`s avoir essaye´ plusieurs ajustements sur les donne´es, on constate que le mode`le (A.78)
est capable de tre`s bien les reproduire, tout en permettant une marge importante dans le choix
de la valeur de la section efficace (normalise´e a` pia20) en ze´ro, entre 15 et 45 a` peu pre`s. Il nous
semble que les sections efficaces expe´rimentales tendent vers une limite moins grande que celle
donne´e par la the´orie, et nous avons utilise´ une valeur me´diane e´gale a` 25, correspondant mieux a`
l’expe´rience. La table (Tab. A.4) ci-dessous regroupe les valeurs des parame`tres A, B et C obtenues





Tab. A.4 – valeurs des coefficients A, B et C (Eq. A.78).
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On pourrait eˆtre surpris de la diffe´rence (faible) entre les valeurs obtenues par ajustement de C
et Q (pour n = 2 dans la re´gion des hautes e´nergies). Cette diffe´rence vient du fait que les formules
(A.78) et (A.80) ont servi a` calcule´ ces parame`tres pour une valeur finie de k, a` savoir celle de la
dernie`re donne´e : (ka0)
2 = 50.
Avec cette forme (A.78) et ces valeurs ajuste´es de A, B et C, nous obtenons un accord meilleur
que 10% avec toutes les donne´es, ce qui semble satisfaisant. Il est possible d’obtenir le meˆme accord
en jouant sur les valeurs de A dans la fourchette 15 < A < 45 donne´e plus haut, alors il reste une
incertitude sur cette valeur, qui reste ne´anmoins toujours du meˆme ordre de grandeur. Nous avons
tente´ d’autres ajustements sur la base de formes plus simples, le crite`re e´tant que la section efficace
soit inversement proportionnelle au carre´ de la vitesse a` grande e´nergie, et finie en ze´ro, sans obtenir
un accord aussi bon que celui donne´ par (A.78).
Sur la figure (Fig. A.2) ci-dessous sont trace´es toutes les donne´es, la courbe correspondant a`
l’approximation de Born (1s statique), ainsi que l’ajustement, encadre´ a` ±10%, pour diffe´rentes
re´gions des e´nergies.
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Fig. A.2 – Section efficace inte´gre´e de collision e´lectron-atomes neutres.
A.6 Collisions ine´lastiques d’excitation et son inverse
A.6.1 Section efficace diffe´rentielle
La distribution associe´e a` la collision (i,v) + (e,ve) → (j,v) + (e,v′e) peut prendre l’une ou
l’autre des deux formes e´quivalentes (Eqs. A.81, A.82) :
qie,je(ve,v
′





δ (v′e − ζie,je(ve)) , (A.81)
qie,je(ve,v
′





δ (ve − ζje,ie(v′e)) , (A.82)
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suivant que la contrainte d’e´nergie porte sur la vitesse incidente de l’e´lectron ou sur sa vitesse
e´mergente. Rappelons que l’on ne´glige les transferts de quantite´ de mouvement entre les e´lectrons
(suppose´s rapides) et les atomes.
La condition d’e´nergie s’e´crit en effet, pour des e´lectrons rapides
v2e − v′2e = ζ2ij , (A.83)





ij = Eij . (A.84)
La condition (A.83) entraˆıne l’e´galite´
1
v′e
δ (v′e − ζie,je(ve)) =
1
ve





v2 − ζ2ij si i < j√
v2 + ζ2ij si i > j
et ζji = ζij , (A.86)
ce qui justifie la double e´criture (A.81) et (A.82).
La section efficace figurant dans le membre de droite des e´quations (A.81) et (A.82) est la
section efficace diffe´rentielle d’excitation (i < j) ou de de´sexcitation (i > j) associe´e a` la transition
i→ j (dimension L2). Les deux sections efficaces ve´rifient la relation de re´ciprocite´ suivante [78] :
giv
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e, θ) , (A.87)




e − v′2e = ζ2ij .
A.6.2 Section efficace inte´gre´e
















qij(ve, θ) sin θ dθ . (A.88)
Nous utilisons une formule semi-empirique donne´e dans [108, p. 120, Eq. 5.1.48], utilisant l’ap-
proximation de Born-Bethe (approximation dipolaire). Apre`s conversion des e´nergies en vitesses,
on obtient, pour une excitation (i < j)
qij(ve) = Y(ve − ζij) 8pia20
i4j4











ou` fij est la force d’oscillateur et ζij la vitesse de seuil de´finie par (A.84).
La formule pre´ce´dente a le bon comportement au seuil d’excitation (∝ E−Eij) et aux grandes
e´nergies incidentes (∝ lnE/E), mais elle surestime d’un facteur 1.5 a` 2 la section efficace au
voisinage de son maximum, pre`s du seuil d’excitation.
A.7 Collisions ine´lastiques d’ionisation et son inverse
A.7.1 Ge´ne´ralite´s
On suppose que les ionisations collisionnelles par des e´lectrons rapides (i,v)+(e,ve)→ (+,v)+
(e,v′e) + (e,w
′
e) laissent la vitesse de la particule lourde inchange´e. Elles sont alors de´crites statis-




e), qui est le produit d’une section efficace diffe´ren-
tielle par une distribution de Dirac exprimant la conservation de l’e´nergie
v2e − ζ2i+ = v′2e + w′2e . (A.90)
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La contrainte d’e´nergie permet de calculer l’une des vitesses e´mergentes, par exemple w′e, en
fonction de l’autre vitesse e´mergente et de la vitesse incidente ve :






v2 − w2 − ζ2i+ . (A.94)




e), on obtient cette












δ [w′e − ζie,+ee(ve, v′e)] , (A.95)




e). Cette section efficace
permet de de´nombrer les collisions mettant en jeu un e´lectron incident de vitesse ve et deux
e´lectrons e´mergents dont l’un a la vitesse v′e et l’autre la direction wˆ
′
e (les deux e´lectrons e´mergents
sont indiscernables). Elle est de dimension L−1T3 car la section efficace inte´gre´e associe´e, de´finie
par (A.104) plus loin, est de dimension L2 conforme´ment au concept de section efficace.












δ [w′e − ζie,+ee(ve, v′e)] =
1
v′e
δ [v′e − ζie,+ee(ve, w′e)] , (A.96)












les vitesses v′e et w
′
e e´tant contraintes par l’e´quation (A.90).
Pour des e´lectrons et des particules lourdes non polarise´s, la section efficace d’ionisation colli-
sionnelle de´pend :
1. de la vitesse ve de l’e´lectron incident,
2. de l’une des vitesses e´mergentes v′e,
3. de trois angles polaires spe´cifiant la direction des e´lectrons e´mergents par rapport a` celle de
l’e´lectron incident : angles d’inclinaison par rapport a` la direction incidente vˆe et diffe´rence
des azimuts repe´re´s par rapport au plan de diffusion (vˆe, vˆ
′
e).
C’est a` cause de l’invariance rotationnelle globale du syste`me atome-e´lectron-e´lectron que la section
efficace ne de´pend que des angles des trois directions e´lectroniques. Les proprie´te´s de ses inte´grales
sur un ou deux de ces angles sont identiques a` celles de la section efficace diffe´rentielle d’absorption
ff mentionne´es dans le texte a` la suite de l’e´quation (A.30).




v2e − ζ2i+ soient
re´alise´es. Les domaines de variation des vitesses ve et v
′
e sont donc les intervalles ]ζi+,+∞[ et
]0,
√
2vs[ respectivement, la vitesse vs e´tant de´finie par





L’introduction de cette vitesse est justifie´e par la remarque suivante : lorsque la vitesse v ′e de l’un
des deux e´lectrons e´mergents de´crit l’intervalle ]0, vs], celle w
′
e de l’autre e´lectron de´crit l’intervalle
[0,
√
2vs[, et vice-versa (Fig. A.3). Toutes les vitesses e´mergentes possibles sont donc atteintes en
faisant varier v′e non pas sur l’intervalle ]0,
√
2vs] tout en entier, mais soit dans l’intervalle ]0, vs],
soit dans l’intervalle [vs,
√
2vs[.




















Fig. A.3 – Repre´sentation des valeurs possibles des vitesses (v′e,w
′
e), lie´es par la contrainte (A.90),




v2e − ζ2i+. Toutes les vitesses e´mergentes
possibles sont atteintes en faisant varier v′e sur ]0, vs].
A.7.2 Expression de la section efficace inte´gre´e sur les directions e´mer-
gentes
Cette section efficace se de´duit de la section efficace diffe´rentielle par une double inte´gration

























les vitesses v′e et w
′
e satisfaisant la contrainte d’e´nergie (A.83).
Cette section efficace a e´te´ calcule´e de fac¸on approche´e par Oxenius et Simonneau [79] en suppo-
sant que toutes les e´nergies possibles des e´lectrons e´mergents sont e´quiprobables. Cette hypothe`se
a le me´rite de conduire a` une expression simple, qui s’applique a` n’importe quel type d’atome, ne
faisant intervenir que la section efficace inte´gre´e d’ionisation collisionnelle, beaucoup plus facile a`
calculer que la section efficace diffe´rentielle. Elle est ne´anmoins peu re´aliste, notamment lorsqu’on
suppose que les particules lourdes sont stationnaires au cours de la collision. En effet, les transferts
d’impulsion entre e´lectrons et particules lourdes sont importants lorsque les e´lectrons e´mergents
ont des e´nergies cine´tiques voisines, et faibles dans le cas contraire (cf. [58, p. 2402]). On ne peut
donc ne´gliger les transferts d’impulsion qu’en supposant que les e´lectrons e´mergents ont une forte
probabilite´ d’avoir des e´nergies tre`s diffe´rentes.
Le calcul d’Oxenius et Simonneau peut eˆtre re´sume´ de la fac¸on suivante : en de´finissant l’e´nergie













nel a` la probabilite´ W (E′v) dE
′





v), la densite´ de probabilite´W (E
′
v) e´tant inde´pendante de E
′
v sous l’hypothe`se d’e´qui-
probabilite´ des e´nergies e´mergentes. Comme dv′e ∝ v′2e dv′e et dE′v ∝ v′e dv′e, il en re´sulte que le
produit v′eqi+(ve; v
′
e) est constant, c’est-a`-dire inde´pendant de v
′
e. La valeur de la constante re´sulte
de la relation (A.105), qui montre qu’elle vaut 4qi+(ve)/(v
2







Ce coefficient est bien de dimension L−1T3. Le calcul de la section efficace inte´gre´e qi+(ve) est
effectue´ a` la section A.7.3.
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Pour nos calculs, nous n’avons pas utilise´ le re´sultat pre´ce´dent, mais une expression semi-
empirique donne´e par Kim et Rudd [53] dans leur mode`le BEB. Leur re´sultat, exprime´ en terme













































ou` ζi+ est la vitesse de seuil de´finie par (Eqs. A.91, A.92), et le coefficient Qi+ vaut
Qi+ ∼
{
0.5668 si i = 1
1 si i > 1
. (A.103)
Cette section efficace (A.102) ve´rifie bien la condition (A.100). Rappelons que ve > ζi+ et
v′e <
√
v2e − ζ2i+ < ve.
Selon leur auteur, cette formule reproduit les donne´es expe´rimentales avec une pre´cision de
l’ordre de 10 % pour toutes les vitesses incidentes et e´mergentes.
A.7.3 Calcul de la section efficace inte´gre´e sur les vitesses e´mergentes

















e − ζ2i+. En






















Le calcul le plus simple traite l’ionisation comme une collision binaire entre l’e´lectron incident
et l’e´lectron lie´ de l’atome, en ignorant la pre´sence du noyau. On obtient la formule de Thomson










Les donne´es expe´rimentales relatives a` l’e´tat fondamental (i = 1) montrent que cette formule
surestime la section efficace d’un facteur 5 pre`s du seuil d’ionisation, et qu’elle la sous estime de`s que
E > 3E1+[82, p. 71]. Elle ne peut donc eˆtre utilise´e que pour des calculs d’ordre de grandeur. On
notera cependant qu’elle a un comportement proche du comportement correct aux faibles e´nergies
incidentes E = 12mev
2
e , ou` la condition E ≈ E1+ entraˆıne au premier ordre q1+(E) ∝ E−E1+, alors
que la relation pre´cise de Wannier pre´voit q1+(E) ∝ (E−E1+)m avec m ∼ 1.127 pour l’hydroge`ne
[20]. Aux hautes e´nergies, la formule de Thomson indique un comportement q1+(E) ∝ 1/E, alors
que le comportement correct pre´dit par la Me´canique Quantique est q1+(E) ∝ lnE/E.
Pour des calculs ne´cessitant des valeurs pre´cises de la section efficace inte´gre´e, il faut introduire
un facteur correctif dans la formule de Thomson [82, 4] ou utiliser une repre´sentation analytique
contenant des parame`tres ajuste´s a` des donne´es expe´rimentales ou the´oriques.
Nous avons suivi cette dernie`re voie en utilisant la repre´sentation analytique de´duite par Kim
et Rudd [53] de l’inte´gration de leur section efficace (A.102). Le re´sultat est :



































Cette formule a le bon comportement, mentionne´ plus haut, au seuil d’ionisation et aux grandes
e´nergies. De plus elle est pre´cise au voisinage du pic de la section efficace, contrairement a` l’ap-
proximation de Born. Sa pre´cision par rapport aux donne´es expe´rimentales est estime´e a` 10% pour
toutes les vitesses e´lectroniques incidentes.
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e;ve) de´crivant la recombinaison a` trois corps (+,v) + (e,v
′
e) +

















e) par son expression (A.95) et en utilisant la relation (A.97),





























δ [v′e − ζie,+ee(ve, w′e)] . (A.110)
Annexe B
Le mode`le BGK pour les collisions
e´lastiques
B.1 Introduction
Nous avons vu au chapitre 3, traitant de l’e´quation cine´tique des e´lectrons stationnaire, toute la
complexite´ des termes de l’ECE de´crivant les collisions e´lastiques des e´lectrons avec eux-meˆmes ou
les autres particules de l’atmosphe`re. Dans cette annexe, nous justifions la validite´ de l’utilisation
d’un mode`le BGK pour de´crire ces collisions. Les e´quations cine´tiques des particules mate´rielles
e´tant locales en la position r, nous ne pre´ciserons pas la de´pendance spatiale dans ce chapitre.
La premie`re tentative se´rieuse de formulation d’un mode`le simple de collision e´lastique date
de 1954 [6, 115]. Ce mode`le BGK devait permettre de simplifier le terme de collision de Boltz-
mann, beaucoup trop complique´ pour les calculs analytiques ou nume´riques. L’ide´e a` la base de
sa construction est de ne retenir comme crite`re de validite´ du mode`le que les qualite´s propres a`
la forme de Boltzmann, originalement pour un gaz monoatomique. Pour une mixture de gaz a` N
espe`ces, chaque espe`ce 1 ≤ i ≤ N e´tant de´crite par la fdv fi, ces proprie´te´s sont de´crites ci-dessous
[78, 27, 62].
1. La fdv fi, distribution statistique positive, reste positive en e´voluant dans le temps.
2. La densite´ de masse de chaque espe`ce ρi (donc la densite´ totale ρ aussi), la quantite´ de
mouvement totale g et l’e´nergie cine´tique totale e sont instantane´ment conserve´es (leur va-
riation dans le temps est nulle). On les appelle invariants collisionnels, et ils ont e´te´ definis
au chapitre 1 (Eqs. 1.4, 1.5).
3. Chaque fdv fi e´volue irre´versiblement dans le temps de la fdv vers une maxwellienne de
vitesse moyenne u et tempe´rature T unique (les quantite´s conserve´es). Ce re´sultat provient







Σij(v) dv ≤ 0 , (B.1)
ou` Σij(v) est le terme de collisions e´lastiques i+ j ­ i+ j de l’e´quation cine´tique de l’espe`ce
i, et la somme sur i et j porte sur toutes les types pre´sents. L’ine´galite´ (B.1) devient une
e´galite´ si et seulement si chaque fdv atteint l’e´quilibre fi(v) = f
M
i [u, T ](v), ou` u et T sont la
vitesse massique moyenne du gaz et la tempe´rature moyenne du gaz respectivement (Eq. 1.5).
Dans ce cas, non seulement le terme de collisions e´lastiques de chaque e´quation cine´tique est
nul : ∀i, ∑j Σij(v) = 0, mais chaque terme de collision est nul : ∀(i, j), Σij(v) = 0.
D’autres crite`res de validite´ peuvent eˆtre retenus, comme l’exigence que ce mode`le redonne le
comportement bien connu de certains moments de la fdv dans les e´quations hydrodynamiques du
transport. On peut aussi avoir des exigences sur la relaxation vers l’e´quilibre de la fdv, plutoˆt que
de ses moments, comme la relaxation en un temps donne´, etc.
La signification physique intuitive de la forme BGK renvoie a` l’ide´e de temps de relaxation,
a` savoir que fe(v, t) relaxe vers sa distribution d’e´quilibre, dans ce cas f
M
e [u, T ](v), en un temps
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inverse de la fre´quence de collision νe(v). Nous montrons dans les sections suivantes la validite´ du
mode`le BGK suivant :
Σe(v, t) = Σ
BGK
e (v, t) = −νe(v)
[
fe(v, t)− fMe [u, T ](v)
]
, (B.2)
ou` la fre´quence de collisision νe(v) sera calcule´e pour notre proble`me d’atmosphe`re stellaire dans






ou` νei(v) est la fre´quence de collision e + i ­ e + i, et sera calcule´e dans la section B.4 par
comparaison avec les termes de collisions non mode´lise´s.
Nous explicitons dans ce chapitre les diffe´rentes approches qui ont e´te´ utilise´es pour de´terminer
la forme du mode`le BGK depuis 1954 (section B.2). Ces travaux n’ont pas re´e´llement traite´ le
proble`me que nous nous posons dans ce me´moire, a` savoir une mixture de gaz a` fre´quences de
collision de´pendant de la vitesse, mais permettent de se familiariser avec les diffe´rents aspects du
mode`le BGK. Nous e´tudions a` la section B.3 la validite´ du mode`le BGK pour notre proble`me :
nous ve´rifierons que le mode`le BGK satisfait les 3 proprie´te´s e´nonce´es ci-dessus, puis nous menons
une e´tude de´taille´e sur l’expression de la fre´quence de collision νe(v) adapte´e a` notre proble`me
(section B.4).
B.2 Les diffe´rentes approches
Le mode`le BGK a e´te´ formule´ a` l’origine dans le cas d’un gaz a` une seule espe`ce, c’est-a`-dire que
les atomes du gaz ne subissent que des collisions e´lastiques avec eux-meˆmes [6, 115]. Les fondations
de ce mode`le et les de´veloppements qui en de´coulent ont tre`s longtemps e´te´ base´s sur un temps
de relaxation identique pour toutes les vitesses, ce qui n’est rigoureusement vrai que pour des
mole´cules maxwelliennes, c’est-a`-dire interagissant avec une loi de force centrale en 1/r5. C’est un
cas particulier parmi tous les potentiels d’interaction possibles, car c’est le seul permettant une
re´ponse analytique comple`te au proble`me. Le traitement par le mode`le BGK d’une fre´quence de
collision de´pendant de la vitesse, bien que possible, est complique´. Dans le cas ge´ne´ral, le mode`le
BGK est e´crit sous la forme :
ΣBGK(v, t) = −ν(v) [f(v, t)− f0(v, t)] , (B.4)
ou` f0(v, t) est une distribution, maxwellienne ou non, de´termine´e par les proprie´te´s que l’on veut
faire respecter au mode`le BGK (stricte conservation des invariants collisionnels malgre´ une fre´-
quence de collision ν(v) de´pendant de la vitesse, utilisation dans les e´quations de transport plutoˆt
que dans les e´quations cine´tiques, etc.).
A partir de ce mode`le BGK, de cette ide´e intuitive de relaxation vers l’e´quilibre, il fallait
comparer les grandeurs et les comportements issus du mode`le a` ceux issus du terme de Boltzmann,
pour de´finir le domaine de validite´ du mode`le, ce que nous appelons l’approche mathe´matique
du mode`le, puis continuer le travail intuitif de de´part pour e´tendre le mode`le a` un gaz contenant
plusieurs espe`ces de particules et des temps de relaxation non constants, ce que nous appelons
l’approche phe´nome´nologique du mode`le.
B.2.1 L’approche mathe´matique
Dans le cas le plus courant ou` f 0(v, t) est une maxwellienne de vitesse moyenne et tempe´rature
a` de´terminer, l’expression (B.4) est fortement non line´aire en la fdv, beaucoup plus que le terme
de Boltzmann, parce que f0(v, t) est une exponentielle des moments de f(v, t). On peut alors se
demander en quoi ce mode`le est utile :
– sous sa forme non line´aire, on comprend bien ce qu’il se passe physiquement lors de l’e´volution
dans le temps,
– pour la re´solution analytique, la forme des solutions peut eˆtre simplifie´e,
– pour la re´solution nume´rique, sa forme se preˆte bien aux me´thodes d’ite´ration ou de discre´-
tisation dans l’espace des phases, entraˆınant un gain appre´ciable en temps de calcul,
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– il simplifie e´norme´ment la forme des e´quations de transport, si on cherche a` traiter le proble`me
hydrodynamique plutoˆt que le proble`me cine´tique,
– sous sa forme line´aire, il est plus simple que le terme de Boltzmann line´arise´, avantage certain
pour la re´solution analytique ou nume´rique du proble`me.
Le moyen le plus simple d’obtenir des informations sur le terme de Boltzmann est de le simplifier
par le de´veloppement de la fdv en se´rie d’un petit parame`tre. Pour un gaz de grande densite´, c’est
le de´veloppement de Chapman-Enskog qui me`ne, en exprimant les e´quations de transport des
moments a` partir des e´quations cine´tiques, aux e´quations d’Euler et de Navier-Stockes du fluide.
Ces e´quations sont bien ve´rifie´es expe´rimentalement et le mode`le BGK devrait permettre de les
retrouver asymptotiquement. L’autre limite est le re´gime mole´culaire, ou la densite´ est tellement
faible qu’on de´veloppe la fdv en se´rie de l’inverse du libre parcours moyen. Le mode`le BGK devrait
lui aussi redonner les bonnes e´quations. Cette comparaison a e´te´ faite et on retrouve bien les bonnes
e´quations, meˆme si dans le cas du re´gime de fluide, le mode`le BGK fournit un mauvais nombre de
Prandtl et ne permet pas de mettre en e´vidence le phe´nome`ne de thermo-diffusion. Cela montre
les limites du mode`le. Malgre´ cela, son bon comportement asymptotique joue en sa faveur. Pour le
re´gime interme´diaire, celui qui nous inte´resse, on line´arise la fdv au premier ordre : f = f 0(1 + h)
ou` h¿ 1 pour toutes les vitesses. Selon Cercignani [27], h n’est pas oblige´ d’eˆtre ne´gligeable pour
toutes les vitesses, il suffit que son inte´grale sur les vitesses ponde´re´e par f 0 soit ne´gligeable par
rapport a` l’inte´grale de f0, qui est la distribution a` l’e´quilibre, c’est-a`-dire la maxwellienne. La
comparaison du terme de source de Boltzmann line´arise´ et du terme BGK line´arise´ devrait non
seulement permettre de de´terminer tous les parame`tres libres du mode`le, comme sa fre´quence de
collision, mais aussi de´limiter son domaine de validite´. On peut utiliser deux approches a` partir
de cette line´arisation : l’approche du spectre de l’ope´rateur de collision [44], et la me´thode de
l’e´quivalence des moments [67].
Nous de´taillons la premie`re approche, car elle a e´te´ utilise´e en premier par les auteurs du mode`le
BGK. La deuxie`me est plus puissante et plus simple, et nous en parlerons brie`vement parce que
pour notre mode`le, elle conduit aux meˆmes conclusions que la premie`re. Nous de´crirons dans une
troisie`me partie la zoologie des autres me´thodes qui ont e´te´ de´veloppe´es.
B.2.1.1 L’approche du spectre de l’ope´rateur de collision
L’e´quation de Boltzmann (Eqs. 3.1, 3.11) pour la collision d’un type de particule avec lui-meˆme :
v +w­ v′ +w′, line´arise´e et applique´e a` h, a la forme :
D
Dt
h(v) = L[h](v) , (B.5)
ou` D/Dt est la de´rive´e totale par rapport au temps, incluant le terme de force, et L[h] est un
ope´rateur agissant sur la fonction h :
L[h](v) = 2pi
∫
[h(v′) + h(w′)− h(v)− h(w)]f0(w)gσ(g, θ) sin θ dθdw , (B.6)
ou` σ est la section efficace diffe´rentielle de collision e´lastique entre des particules du meˆme type et
g = |v −w| = |v′ −w′|. C’est une e´criture formelle.
Pour tout potentiel d’interaction central, l’ope´rateur de collision line´aire L peut se mettre sous




Pour aller plus loin, il est d’usage de de´velopper h(v) sur une base de polynoˆmes, chaque coeffi-
cient de ce de´veloppement e´tant de´termine´ par les moments de la fdv. Le proble`me de ce traitement
est qu’en pratique on ne peut garder qu’un nombre limite´ de polynoˆmes dans le de´veloppement. Il
faut donc bien choisir sa base en fonction du proble`me physique que l’on a a` traiter.
Une base tre`s pratique est donne´e par l’e´tude des valeurs et fonctions propres de l’ope´rateur
de collision L, i.e. par la connaissance de son spectre. Si l’ensemble des fonctions propres de cet
ope´rateur forme une base pour l’espace des fdv qui nous inte´ressent, on peut de´velopper h(v) sur
cette base. Le moment de chaque fonction propre va relaxer vers le moment a` l’e´quilibre selon
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une exponentielle de´croissante dont le temps caracte´ristique sera simplement l’inverse de la valeur
propre associe´e a` la fonction propre.
Pour mieux comprendre cette proprie´te´, nous l’e´tablirons sur un exemple ide´alise´. Supposons
que le spectre de L soit discret, de valeurs propres λi et de fonctions propres associe´es Ψi ne
de´pendant que de la vitesse v, telles que l’ensemble de ces fonctions propres {Ψi} forme une base



















Pour la forme (B.7) de L, c’est a` dire pour toutes les lois de force centrales, les valeurs propres
sont ne´gatives ou nulle. Les coefficients du de´veloppement lie´s a` une valeur propre strictement
ne´gative de´croissent de fac¸on exponentielle dans le temps :
ai(t) = ai(0)e
λit , (B.11)
et ceux lie´s a` une valeur propre nulle n’e´voluent pas dans le temps. Ce sont les invariants collisionnels
que sont la densite´, la vitesse moyenne et la tempe´rature cine´tique (ou pression isotrope). Si la
base {Ψi} est constitue´e des moments habituels de la fdv (tenseur de pression anisotrope, flux de
chaleur, etc.), la connaissance des valeurs propres permet directement de savoir comment relaxent
ces moments vers l’e´quilibre.
Cette e´tude du spectre de l’ope´rateur de collision est complique´e en ge´ne´ral, sauf pour des
mole´cules maxwelliennes. Dans ce dernier cas, il est entie`rement et analytiquement connu. Les
fonctions propres, note´s Ψnlm(v) ont la forme :
Ψnlm(v) = Rnl(v) Y
m
l (θ, ϕ) , (B.12)
ou` Rnl(v), uniquement radial et d’ordre (2n + l) en v, correspond a` un polynoˆme de Laguerre-
Sonine, et Y ml (θ, ϕ) est l’harmonique sphe´rique habituelle avec −l ≤ m ≤ l, d’arguments les
angles spe´cifiant l’orientation de v en coordonne´es sphe´riques. Les valeurs propres, note´es λnl ne
de´pendent que des deux premiers indices n et l, c’est-a`-dire qu’elles sont (2l + 1) fois de´ge´ne´re´es
puisqu’a` chaque valeur de l sont associe´es (2l + 1) harmoniques sphe´riques en m. De plus, ces
valeurs propres sont toutes discre`tes, ne´gatives ou nulles. Elles ne sont nulles que pour les trois
valeurs d’indice {00, 01, 10}. Cela fait donc cinq vecteurs propres conserve´s, qui correspondent
naturellement a` la masse, la vitesse moyenne (vecteur) et la tempe´rature.
Comme ces polynoˆmes forment une base de l’espace des fdv et que l’ope´rateur de collision est







λnlΨnlm(Ψnlm, h) , (B.13)
ou` (, ) est le produit scalaire sur l’espace de Hilbert des fonctions de R3 dans R :
(g, h) =
∫
f0(v)g(v)h(v) dv . (B.14)
Pour obtenir un mode`le de collision quelconque (pas force´ment BGK), il suffit de tronquer le
de´veloppement (B.13) : on garde les polynoˆmes (i.e. les moments) qui nous inte´ressent pour de´crire
correctement les phe´nome`nes physiques e´tudie´s dans notre proble`me, et on associe aux autres
polynoˆmes une valeur propre unique ne´gative −νN (νN > 0), conside´re´e comme un parame`tre
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libre. Les polynoˆmes que l’on garde ont des indices appartenant a` un ensemble N . Cela donne un












(λnl + νN )Ψnlm(Ψnlm, h)− νNh , (B.16)
puisque h =
∑
nlm Ψnlm(Ψnlm, h). Pour N = {000, 01(−1), 010, 011, 100}, on trouve le mode`le
BGK line´arise´, sa fre´quence de collision e´tant e´gale a` νN . Malheureusement, νN est un parame`tre
libre, qu’on peut certes choisir e´gal a` une valeur propre quelconque, permettant ainsi au mode`le
BGK de bien de´crire l’e´volution du moment lui correspondant. Ainsi les auteurs du mode`le avaient
choisi λN = λ02 de fac¸on a` ce que le mode`le de´crive bien le moment d’ordre 2 qu’est le tenseur
de pression anisotrope, mais il ne de´crit pas bien le moment d’ordre 3 de´crivant le flux de chaleur.
C’est pour cela qu’on trouve un mauvais nombre de Prandtl. On aurait pu choisir une valeur
comple`tement diffe´rente, ce parame`tre n’est soumis a` aucune contrainte directe. On voit que ce
mode`le BGK fait le minimum : il se contente, sous sa forme line´arise´e, de conserver les quantite´s
invariantes et de faire relaxer les moments de la fdv de la meˆme fac¸on.
Par la suite, les efforts se sont porte´s sur l’extension de ces re´sultats au cas d’un gaz a` plu-
sieurs espe`ces, toujours avec cette approche du spectre de l’ope´rateur de collision line´aire pour des
mole´cules maxwelliennes, puis a` d’autres potentiels d’interaction [45, 106, 38, 15]. Pour d’autres
potentiels que celui de Maxwell, les calculs sont plus complique´s parce qu’on ne connaˆıt pas exac-
tement le spectre de l’ope´rateur. De plus, il n’est pas si facile que cela de remonter au terme non
line´aire qui nous inte´resse.
Le proble`me avec les ope´rateurs de collision associe´s a` des interactions non maxwelliennes,
c’est que leur spectre posse`de une composante continue. L peut alors se mettre sous la forme
L = K − ν(v)I, ou` I est le tenseur diagonal unitaire, et l’ope´rateur mode´lise´ s’e´crit alors :
LN [h](v) = ν(v)
∑
i∈N
ϕi(v)(ν(v)ϕi, h)− ν(v)h(v) . (B.17)
Lorsque N repre´sente le mode`le BGK, les fonctions propres ϕi sont les invariants collisionnels,
note´s Ψi, avec la normalisation (Ψi, ν(v)Ψj) = δij . L’e´quation (B.17) est la forme line´aire du terme
de source (B.2), mais la densite´, la vitesse moyenne et la tempe´rature de la maxwellienne Φ sont
maintenant des grandeurs fictives, car la condition de conservation des cinq invariants collisionnels
Ψi s’e´crit : ∫
ν(v)Ψi(v)Φ(v) dv =
∫
ν(v)Ψi(v)f(v) dv . (B.18)
On voit bien que lorsque ν est une constante, les parame`tres de la maxwellienne sont bien les
parame`tres physiques attache´s a` f , qui ne varient pas dans le temps. Dans un proble`me nume´-
rique ge´ne´ral d’e´volution temporelle, ces 5 parame`tres fictifs doivent eˆtre recalcule´s a` chaque e´tape
d’e´volution de f . De plus, on ne connaˆıt pas a priori ν(v), parce que cette fre´quence n’est plus
l’inverse du temps de relaxation, qu’on sait assez bien calculer. Elle pourrait eˆtre approche´e pour
certains cas particuliers.
B.2.1.2 La me´thode de l’e´quivalence des moments
Cette me´thode utilise aussi la line´arisation du terme de collisions de Boltzmann f ≈ f 0(1+ h),
et l’approximation tronque´e de l’ope´rateur de collision L(N). Dans le cas ge´ne´ral, L(N) est diffe´rent




Ai(t)Ψi(v)− γh(v, t) . (B.19)
Ici, l’entier N limite les valeurs de l’indice i de´crivant les fonctions de la base Ψi. Ces fonctions
peuvent eˆtre les fonctions propres de l’ope´rateur de collision pour les particules soumises a` une
interaction de maxwell, comme des polynoˆmes plus simples. Le but de cette me´thode est de trouver
une expression pour les Ai qui permette au mode`le de bien de´crire l’e´volution de tous les moments
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de f ayant un ordre en v infe´rieur ou e´gal a` N . Dans la litte´rature, l’ordre le plus e´leve´ pour
e´crire les e´quations de transport du gaz est l’ordre 3. Cette me´thode va permettre de construire
des mode`les bien plus complique´s que celui de BGK. γ est une constante en la vitesse.
Pour connaˆıtre Ai, il suffit de comparer le moment de l’ope´rateur de collision mode´lise´ L
(N)




0(v)L(N)[h](v) dv . (B.20)
Ce moment doit co¨ıncider avec celui calcule´ a` partir du terme de Boltzmann entier, line´arise´ et





ou` les coefficients ai sont fortement lie´s aux moments de h.
L’astuce est que les moments calcule´s par cette dernie`re me´thode supportent n’importe quelle
forme d’interaction [19], mais le fait d’avoir construit un mode`le de l’ope´rateur de collision avec γ
constant est douteux pour les interactions qui ont des temps de relaxation clairement de´pendant
de la vitesse. De plus la me´thode de l’e´quivalence des moments ne permet pas de de´terminer γ, qui
reste un parame`tre libre qu’on peut bien suˆr choisir afin de bien de´crire un moment de plus qu’en
choisissant une valeur non propre.
Cette me´thode est aussi ge´ne´ralisable aux me´langes gazeux. Elle est physiquement e´quivalente
a` la me´thode du spectre de l’ope´rateur de collision, mais beaucoup plus simple a` mettre en oeuvre.
Elle peut aussi mode´liser les collisions ine´lastiques binaires, comme l’excitation collisionnelle, mais
pas l’ionisation collisionnelle qui nous inte´resse dans notre mode`le atomique.
Pour re´sumer, les conclusions des deux me´thodes de´crites plus haut ne s’appliquent qu’au
mode`le BGK line´arise´. Elles ne permettent pas de de´terminer la fre´quence de collision cherche´e,
mais indiquent seulement les conse´quences du choix fait sur la description physique du syste`me.
Ce qui nous inte´resse, c’est l’utilisation du mode`le BGK non line´arise´, qui s’interpre`te physique-
ment autrement que son approximation line´aire, donne´e par les me´thodes e´tudie´es jusqu’a` pre´sent.
Des essais, que nous allons de´tailler a` pre´sent, ont e´te´ faits pour retrouver le mode`le BGK non
line´aire a` partir du terme de Boltzmann non line´aire, a` l’aide d’approximations sur la forme de la
fdv et sur la dynamique des collisions.
B.2.1.3 Les autres me´thodes
La premie`re tentative, a` notre connaissance, part de la constatation qu’apre`s une collision
e´lastique, une espe`ce de particule est plus pre`s de l’e´quilibre qu’avant la collision [62]. On suppose
qu’il atteint en fait l’e´quilibre. Comme toutes les particules de ce type ne collisionnent pas en
meˆme temps, il faut plusieurs collisions pour que l’ensemble des particules de ce type atteigne
l’e´quilibre statistique, ce qui de´finit heureusement un temps de relaxation bien plus grand que
le temps moyen entre deux collisions. En partant du terme de Boltzmann (3.11) et en notant

















i (vi) dµ , (B.22)







i)− fMe (ve)fMi (vi)] dµ = 0 . (B.23)
Comme les moments invariants de f sont les meˆmes que ceux de fM , il suffit d’e´crire que tous
les moments de f peuvent, avec une bonne approximation, eˆtre calcule´s a` l’aide de fM , i.e.∫
fi(vi) dµ ≈
∫
fMi (vi) dµ . (B.24)
On obtient finalement un terme de source Σe(r,v, t) qui a la forme du mode`le BGK :
Σe(ve) = −ν(ve)[fe(ve)− fMe (ve)] , (B.25)
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fMi (vi)|ve − vi|qie(|ve − vi|, θ) sin θ dθdvi . (B.26)
On peut faire un rapprochement intuitif entre (B.25) et (3.11), par le facteur multiplicateur
(B.26) de fe(ve), qui a la dimension d’une fre´quence. Le terme de source (B.25) ne respecte clai-
rement pas la loi de conservation des invariants collisionnels. De plus, cette vision de l’e´quilibre
atteint imme´diatement apre`s une collision fait intervenir le concept de persistance des vitesses
[29, 13] : plus la particule test est de´vie´e lors d’un choc, plus vite elle perd le souvenir de sa trajec-
toire ante´rieure, et plus vite la distribution statistique associe´e a` son espe`ce s’e´quilibre en direction
(isotropisation) et en e´nergie (maxwellisation). Ainsi pour des chocs violents ou` la persistance des
vitesses est faible, comme la collision du type sphe`re dure d’une particule le´ge`re sur une lourde,
la forme (B.25) pourrait eˆtre valable. Par contre, elle ne convient pas aux de´viations faibles entre
particules charge´es.
La deuxie`me tentative [32, 11], semble plus acceptable, mais elle ne de´crit que les collisions
des particules le´ge`res que sont les e´lectrons sur les particules neutres lourdes que sont les atomes :
ve + vH → v′e + v′H . On suppose que le gaz, dont les processus d’interaction sont domine´s par les
collisions e´lastiques, est si peu ionise´ que les e´lectrons et les ions ne collisionnent qu’avec les atomes
neutres, et que les atomes ne collisionnent qu’avec eux-meˆmes, tre`s souvent graˆce a` leur densite´
e´leve´e, de fac¸on a` eˆtre e´quilibre´s. C’est le gaz de Lorentz. De plus, on suppose que la persistance
des vitesses pour les e´lectrons est nulle, c’est-a`-dire que les e´lectrons n’e´changent pas d’e´nergie
avec les atomes, ils n’e´changent que de la quantite´ de mouvement, ce qui fait de´vier fortement les
e´lectrons lors d’une collision, mais ne change pas l’e´nergie cine´tique des atomes a` cause de leur
masse tre`s importante vis-a`-vis de celle des e´lectrons. De plus, on suppose que les e´lectrons sont
beaucoup plus rapides que les atomes. Alors vH ≈ v′H et |ve| ≈ |v′e| ≈ g dans le terme de source
(3.11) des e´lectrons qui devient, avec ve = |ve| :




e)− fe(ve)]qHe(ve, θ) dvˆ′e . (B.27)
Ensuite, on de´veloppe fe sur une base de fonctions sphe´riques, dont le premier terme est la
partie isotrope de la fdv fe(ve, t) = (1/4pi)
∫
fe(ve, t) dvˆe, et les autres de´crivent l’anisotropie, a`
divers degre´s, de la distribution. En se limitant a` la premie`re anisotropie, l’e´quation (B.27) se met
sous une forme BGK :
Σel,H(ve) = −νeH(ve)[fe(ve)− fe(ve)] , (B.28)
avec
νeH(ve) = 2pinH ve
∫ pi
0
qHe(ve, θ)(1− cos θ) sin θ dθ . (B.29)
Ce terme de´crit la relaxation de la premie`re anisotropie vers une distribution isotrope. Pour tenir
compte de toutes les anisotropies, ou plus d’une en tout cas, on peut prendre une fre´quence de
collision moyenne. Elles sont a` peu pre`s toutes du meˆme ordre de grandeur, et ont toutes exactement
le meˆme comportement vis-a`-vis de la vitesse, alors on peut se contenter de cette expression pour
de´crire la relaxation de fe(ve, t) vers sa forme isotrope fe(ve, t). Cela semble une me´thode fiable,
sur laquelle nous reviendrons plus loin.
Des tentatives ont e´te´ faites pour construire d’autres mode`les, qui ne soient pas du type BGK,
par exemple un mode`le non line´aire, inspire´ du mode`le BGK mais de forme plus complique´e que
celle e´voque´e jusque ici, ayant pour but de mieux de´crire l’e´volution des moments de la fdv [57],
ou encore un mode`le de type Fokker-Planck, s’appuyant sur le fait que le mode`le BGK semble
beaucoup moins pre´cis lorsque la persistance des vitesses est forte, ou lorsque les de´rive´es par
rapport a` la vitesse de la fdv sont importantes [43].
B.2.2 L’approche phe´nome´nologique
Les travaux re´alise´s dans cet esprit ont conduit a` e´tendre le mode`le BGK a` un gaz constitue´
de N types de particules, pour des fre´quences de collision constantes [6, 45, 71, 47, 42]. La forme
intuitive ainsi choisie fut valide´e par l’approche mathe´matique. Ce mode`le est caracte´rise´ par
plusieurs parame`tres, pour lesquels il faut trouver des expressions, ou tout du moins des relations
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de passage de l’un a` l’autre. Certaines relations doivent traduire la conservation des invariants
collisionnels, et certaines syme´tries du terme de source de Boltzmann. Cela ne suffit pas en ge´ne´ral
pour connaˆıtre tous les parame`tres. On a donc besoin de comparer certains re´sultats aux re´sultats
que l’on obtiendrait avec le terme de Boltzmann complet. Les re´sultats ainsi obtenus s’appuient sur
l’interaction de Maxwell, et peuvent, dans certaines conditions, eˆtre e´tendus a` d’autres potentiels.



















ui = uii =
∫
vfi(v) dv (B.33)




(v − uii)2 fi(v) dv (B.34)
La de´termination des autres parame`tres s’appuie sur la conservation, lors de la collision i+ j ­
i+ j, de la quantite´ de mouvement totale et de l’e´nergie cine´tique totale. Les collisions e´tant toutes
binaires, les raisonnements suivants s’appliquent a` tous les couples {i, j} possibles parmi les N
types pre´sents, comme si le gaz n’avait que deux types de particules diffe´rents. La conservation de
la quantite´ de mouvement totale permet d’avoir une relation entre uij , uji, ui, uj , νij et νji. La
conservation de l’e´nergie cine´tique totale permet d’obtenir une relation entre Tij , Tji, Ti, Tj , ui, uj ,
νij et νji. Pour aller plus loin, il faut comparer ce mode`le a` certaines proprie´te´s obtenues a` partir
du terme de source de Boltzmann. On utilise alors le potentiel d’interaction de Maxwell, mais ce
re´sultat peut s’e´tendre a` tous les potentiels a` force centrale si on remplace, dans les inte´grales du
terme de Boltzmann, les fdv par leur maxwellienne d’e´quilibre. Dans certains cas, cette hypothe`se
est tout a` fait valable. Alors on compare l’expression de la relaxation des vitesses moyennes l’une
vers l’autre ∂(ui − uj)/∂t avec celle donne´e par le terme de Boltzmann. On fait de meˆme pour
la relaxation des tempe´ratures l’une vers l’autre ∂(Ti − Tj)/∂t. Cela permet de pouvoir exprimer
se´pare´ment tous les momentsmixtes en fonction des moments pour chaque espe`ce, et des fre´quences
de collision mixtes. Cela donne de plus une relation entre νij et νji. Malgre´ cela, on voit que les
fre´quences de collision sont toujours des parame`tres libres. Il faut essayer de les de´terminer en
tenant compte de la physique du syste`me. On sait par exemple que la relaxation des distributions
dans un gaz a` deux espe`ces dont l’une est beaucoup plus lourde que l’autre, se passe en trois phases
[40] :
– l’espe`ce la plus le´ge`re i relaxe d’abord vers une maxwellienne caracte´rise´e par (ui, Ti),
– l’espe`ce la plus lourde j relaxe ensuite vers une maxwellienne caracte´rise´e par (uj , Tj),
– les vitesses moyennes et les tempe´ratures relaxent l’une vers l’autre.









ce qui permet d’obtenir des relations entre les quatre fre´quences de collision νij . D’autres arguments,
de´veloppe´s plus loin, permettent de trouver ces fre´quences de collision. Graˆce a` cela, tous les
parame`tres du mode`le BGK pour les me´langes gazeux seront de´termine´s.
Les me´thodes de´crites jusqu’ici ne sont valables que pour des fre´quences de collision constantes.
Dans ce cas, la fdv des e´lectrons e´volue dans le temps vers la distribution maxwellienne des vitesses
de´finie dans le mode`le, dont les parame`tres sont la densite´, la vitesse moyenne et l’e´nergie cine´tique
moyenne des e´lectrons, quantite´s invariantes lors de collisions e´lastiques. Dans ces conditions, si on
connaˆıt le temps de relaxation d’une fdv quelconque donne´e vers la maxwellienne d’e´quilibre, la
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fre´quence de collision du mode`le BGK est simplement l’inverse du temps de relaxation. Pour les
interactions coulombiennes, la fre´quence de collision de´pend a priori de la vitesse. Dans un proble`me
d’e´volution dans le temps, si on veut que le mode`le BGK conserve les invariants collisionnels, alors
les parame`tres de la maxwellienne de´finie dans le mode`le ne correspondent plus a` la densite´, la
vitesse moyenne et l’e´nergie cine´tique moyenne des e´lectrons. Ce sont des parame`tres fictifs, qu’il est
ne´cessaire de recalculer a` chaque ite´re´ dans le temps. Le calcul des temps de relaxation s’appuie sur
la re´solution du proble`me d’e´volution temporelle sous le seul effet des collisions e´lastiques de´crites
par un terme de FPL. Bien que le calcul des temps de relaxation de´pendants de la vitesse se
trouve couramment dans les livres de physique des plasmas, on ne peut plus e´crire que la fre´quence
de collision du mode`le soit l’inverse du temps de relaxation. Il nous semble possible de trouver
une expression de la fre´quence de collision en fonction du temps de relaxation, bien que ce soit
nettement plus complique´ dans ces conditions. Cette fre´quence doit eˆtre recalcule´e a` chaque ite´re´
dans le temps, et tous les parame`tres du mode`le BGK sont alors de´termine´s.
Seulement nous re´solvons un proble`me stationnaire. Dans ce cas, la maxwellienne du mode`le
BGK ne peut qu’eˆtre la maxwellienne d’e´quilibre. Imaginons le premier ite´re´ si ce n’est pas le
cas : la fdv devient une maxwellienne fictive, qui va permettre de calculer les parame`tres de la
maxwellienne du mode`le BGK pour l’ite´re´ suivant. Ce calcul ne change pas la distribution, et on
a de´ja` atteint la fdv d’e´quilibre au bout du premier ite´re´, ce qui montre que la maxwellienne du
mode`le BGK pour le premier ite´re´ ne peut eˆtre que la maxwellienne d’e´quilibre. Sachant cela, on
ne peut toujours pas e´crire que la fre´quence de collision du mode`le est l’inverse du temps de relaxa-
tion, parce qu’il n’existe pas de temps de relaxation dans un proble`me stationnaire. Le seul lien
apparent entre le proble`me d’e´volution temporelle et le proble`me stationnaire est la ressemblance
mathe´matique des termes de collision e´lastique : le terme de Fokker-Planck est le meˆme dans les
deux proble`mes. Seulement le mode`le BGK n’est pas le meˆme d’un proble`me a` l’autre puisque
la maxwellienne de´finie dans ce mode`le n’est pas la meˆme si on re´sout un proble`me d’e´volution
temporelle ou un proble`me stationnaire. Il existe sans doute d’autres liens qui permettraient d’ex-
primer la fre´quence de collision du mode`le BGK dans le proble`me stationnaire a` partir du temps de
relaxation dans ce proble`me d’e´volution temporelle. En d’autres termes, la fre´quence de collision
du mode`le BGK dans un proble`me stationnaire se comprend plus comme une force, qui permet de
comparer l’importance d’un terme de collision par rapport a` un autre, un terme de source de´crivant
les collisions ine´lastiques par exemple.
Nous avons fait une e´tude nume´rique, de´taille´e a` la section B.3, qui permet de re´concilier
l’approche stationnaire et l’approche d’e´volution dans le temps, avec une tre`s bonne approximation,
ce qui de´termine la fre´quence de collision.
B.2.3 Conclusion
Dans un traitement des collisions e´lastiques par un mode`le BGK, nous avons vu que la forme
usuelle du mode`le BGK est caracte´rise´e par la maxwellienne d’e´quilibre. La relaxation vers l’e´qui-
libre se passe en deux e´tapes qualitativement : une relaxation d’une distribution initiale anisotrope
vers sa composante isotrope, et une relaxation de cette distribution isotrope vers la maxwellienne.
On aimerait pouvoir affiner le mode`le BGK en e´crivant pour le terme de source Σij(v), d’apre`s
des notes appartenant a` J. Oxenius :
Σij(v) = −νISOij (v)[fi(v)− fi(v)]− νMAXij (v)[fi(v)− f0ij(v)] , (B.36)
ou` fi(v) est la partie isotrope de fi(v), ν
ISO
ij est la fre´quence de collision de´crivant l’isotropisation
de la fdv, et νMAXij est la fre´quence de collision de´crivant la maxwellisation de la fdv isotrope. On a
vu les proble`mes pose´s par des fre´quences non constantes. Malgre´ cela, cette forme semble a priori
valable dans les deux cas extreˆmes : celui de fre´quences de collision tre`s diffe´rentes (collisions
e´lectrons-atomes) et celui de fre´quences de collision e´gales (collisions entre particules charge´es).
N’oublions pas que ce raisonnement est approche´. Ce qui nous inte´resse est le bon ordre de grandeur
et l’e´volution qualitative en la vitesse des grandeurs.
Nous re´sumons les conclusions des e´tudes mene´es sur ce mode`le, et de´crites la plupart dans
cette section B.2 :
– la premie`re e´tude [6, 44] consistait en la comparaison de la forme de Boltzmann et de la forme
BGK, pour un potentiel d’interaction particulier : l’interaction maxwellienne, qui re´sulte en
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un mode`le BGK a` fre´quence de relaxation constante. Pour cela, les auteurs ont line´arise´ ces
deux formes (Boltzmann et BGK). Les auteurs montraient alors que les deux premiers crite`res
e´taient remplis, le mode`le BGK e´tant valable pour le proble`me temporel du transport si on
e´tudiait l’e´volution du moment correspondant a` la valeur de la fre´quence de collision choisie
(spectre de l’ope´rateur de collision). La relaxation de ce moment vers l’e´quilibre serait alors
bien de´crite, mais les autres moments, qui relaxent avec une fre´quence qui leur est propre,
seraient force´s de relaxer avec la fre´quence unique choisie. Leur relaxation serait alors mal
de´crite. Pour le proble`me stationnaire, ce qui est important est la valeur du terme de source
pour une fdv donne´e. Le mode`le BGK line´arise´ est une troncature du terme de source original
line´arise´, et aucune e´tude n’a e´te´ faite sur la validite´ de cette troncature.
– La deuxie`me e´tude [45, 106, 38, 15, 19, 67] avait pour but d’utiliser d’autres interactions
que l’interaction maxwellienne. Cela menait, pour une part, a` l’utilisation de fre´quences de
collision constantes dans le mode`le non-line´aire, qui e´taient de´termine´e par le crite`re de
bonne relaxation de certains moments, au de´pit des autres. Les conclusions sur la validite´
du mode`le BGK e´taient donc les meˆmes que celles de la premie`re e´tude : ce mode`le est
valable pour l’e´tude de l’e´volution de certains moments de la fdv dans les e´quations non-
line´aires temporelles du transport. Cette e´tude a aussi e´te´ e´tendue aux gaz a` plusieurs espe`ces
(e´quations couple´es).
– La troisie`me e´tude [27] consiste en l’e´tude du spectre de l’ope´rateur de collision de la forme
de Boltzmann line´arise´e, pour n’importe quel type d’interaction. On y montre qu’en ge´ne´ral
la fre´quence de collision du mode`le BGK de´pend de la vitesse. Si on utilise cette fre´quence
de collision dans le mode`le BGK non-line´aire, on a un gros proble`me pour de´terminer, par
des arguments physiques, cette fre´quence de collision, ainsi que les parame`tres de la fdv a`
l’e´quilibre f0. Sous cette forme, le mode`le BGK n’est pas exploitable.
Les analyses faites dans cette dernie`re e´tude, et dans le livre en ge´ne´ral qui traite de l’e´quation
de Boltzmann, sont assez profondes et me`nent a` des de´veloppements mathe´matiques tre`s pousse´s,
qui, nous semble t-il, ne nous sont d’aucune utilite´ pour le proble`me que nous nous proposons de
re´soudre. Ce proble`me est l’e´tude cine´tique stationnaire du mode`le BGK non-line´aire, pour une
fre´quence de collision de´pendant de la vitesse, de´termine´e non pas par comparaison avec la forme de
Boltzmann, mais par comparaison avec la forme de FPL, qui a e´te´ faite a` la section B.2. D’apre`s
les conclusions donne´es ci-dessus de la troisie`me e´tude, ce mode`le BGK serait inexploitable. La
difficulte´, nous le rappelons, vient du fait que les caracte´ristiques de la maxwellienne d’e´quilibre
associe´e au mode`le ne sont plus exactement les invariants collisionnels de la fdv, ceci afin que les
collisions e´lastiques conservent ces invariants dans un proble`me d’e´volution temporelle, alors qu’ils
doivent eˆtre ces invariants dans un proble`me stationnaire. Nous traitons ici, et par la suite, du seul
cas de la collision e´lastique de particules de la meˆme espe`ce.
Nous pre´sentons a` la section suivante une e´tude originale de la validite´ du mode`le BGK, aussi
bien pour le proble`me temporel que stationnaire.
B.3 E´tude sur la validite´ du mode`le BGK
Nous allons montrer dans cette section que le mode`le BGK (B.2), ge´ne´ralise´ a` toutes les espe`ces
i de notre atmosphe`re selon (B.37) :
∂
∂t
fi(v, t) = Σ
BGK
i (v, t) = −νi(v)
[
fi(v, t)− fMi [u, T ](v)
]
, (B.37)
satisfait les proprie´te´s du terme de collisions e´lastiques de Boltzmann, e´nonce´es en de´but de chapitre
et rappele´es ci-dessous.
1. La fdv fi, distribution statistique positive, reste positive en e´voluant dans le temps.
2. La densite´ de masse de chaque espe`ce ρi (donc la densite´ totale ρ aussi), la quantite´ de
mouvement totale g et l’e´nergie cine´tique totale e sont instantane´ment conserve´es (leur va-
riation dans le temps est nulle). On les appelle invariants collisionnels, et ils ont e´te´ definis
au chapitre 1 (Eqs. 1.4, 1.5).
3. Chaque fdv fi e´volue irre´versiblement dans le temps de la fdv vers une maxwellienne de
vitesse moyenne u et tempe´rature T unique (les quantite´s conserve´es). Ce re´sultat provient
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Σij(v) dv ≤ 0 , (B.38)
ou` Σij(v) est le terme de collisions e´lastiques i+ j ­ i+ j de l’e´quation cine´tique de l’espe`ce
i, et la somme sur i et j porte sur toutes les types pre´sents. L’ine´galite´ (B.38) devient une
e´galite´ si et seulement si chaque fdv atteint l’e´quilibre fi(v) = f
M
i [u, T ](v), ou` u et T sont la
vitesse massique moyenne du gaz et la tempe´rature moyenne du gaz respectivement (Eq. 1.5).
Dans ce cas, non seulement le terme de collisions e´lastiques de chaque e´quation cine´tique est
nul : ∀i, ∑j Σij(v) = 0, mais chaque terme de collision est nul :∀(i, j), Σij(v) = 0.
L’approche originale que nous allons pre´senter consiste a` se rendre compte que dans la mesure ou
les invariants existent, ils de´finissent une maxwellienne pour une partie non ne´gligeable de l’espace
des phases (le bulk). Cette partie e´tant conserve´e (en supposant que les collisions ine´lastiques ne
la perturbent pas trop), elle participe en majorite´ a` la valeur des invariants, et meˆme si la queue
par exemple n’est pas maxwellienne, meˆme largement, elle n’influence que tre`s peu les invariants.
Ce dernier point de´pend bien entendu de la forme de la fre´quence de collision, mais nous verrons
plus loin qu’elle est plutoˆt favorable.
La conse´quence est que les parame`tres de la maxwellienne du mode`le ne sont plus fictifs : ce
sont ceux de la fdv initiale, et la fre´quence de collision est bien calculable a` partir de l’inverse du
temps de relaxation. Mais les invariants collisionnels ne sont plus strictement conserve´s.
Avec cette forme (B.37), qui est une e´quation diffe´rentielle du premier ordre line´aire en la fdv,
nous pouvons prouver les proprie´te´s 1 et 3. Pour nous y aider, nous de´finissons la fonction gi(v, t) :
gi(v, t) =
fi(v, t)− fMi [u, T ](v)
fMi [u, T ](v)
, (B.39)
qui de´crit l’e´cart relatif de la fdv a` la maxwellienne d’e´quilibre. Alors l’e´quation (B.37) peut eˆtre
mise sous la forme :
∂
∂t
gi(v, t) = −νi(v)gi(v, t) , (B.40)
dont la solution unique est, a` partir d’une condition initiale t = 0 :
gi(v, t) = gi(v, 0)e
−νi(v)t . (B.41)
Comme la fdv initiale fi(v, 0) et la maxwellienne d’e´quilibre f
M
i [u, T ](v) ont la meˆme norma-
lisation a` 1, il existe au moins une vitesse v1 pour laquelle gi(v1, 0) < 0. Pour cette vitesse, si la
fre´quence de collision νi(v1) est ne´gative, alors l’e´quation (B.41) montre gi(v1, t → +∞) → −∞.
Ceci implique que fi(v1, t) va devenir ne´gatif a` un moment donne´, ce qui est interdit par la pro-
prie´te´ 1. Donc la fre´quence de collision νi(v) est positive (ou nulle) pour toutes les vitesses, ce qui
montre que la proprie´te´ 2 est ve´rifie´e par le mode`le BGK. En effet l’irre´versibilite´ de l’e´volution de
la fdv vers la fdv d’e´quilibre peut eˆtre mise sous la forme mathe´matique, locale en la vitesse :
∂
∂t
|gi(v, t)| ≤ 0 . (B.42)
Alors la solution de (B.37) est :
fi(v, t) =
[
fi(v, 0)− fMi [u, t](v)
]
e−νi(v)t + fMi [u, t](v) . (B.43)
La premie`re et troisie`me proprie´te´ e´tant de´montre´es, il nous reste a` ve´rifier la deuxie`me pro-
prie´te´ : ve´rifier si ce mode`le BGK conserve bien les invariants collisionnels.





fi(v, t)− fMi [u, T ](v)
]
dv = 0 . (B.44)
Le re´sultat (B.44) est strictement ve´rifie´ si la fre´quence de collision νi(v) ne de´pend pas de la
vitesse. Dans le cas contraire, qui nous inte´resse ici, nous de´montrons a` la section B.3.1, que si cet
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invariant n’est pas strictement conserve´, il l’est avec une tre`s grande pre´cision suffisante pour nos
calculs d’atmosphe`re stellaire. Par contre, nous ne de´montrons ceci que dans notre cadre de travail
ui = u = 0 et Ti = T (espe`ce i de vitesse moyenne nulle et de meˆme tempe´rature).









fi(v, t)− fMi [u, T ](v)
]
dv = 0 . (B.45)
Si la fre´quence de collision νi(v) ne de´pend pas de la vitesse, La relation (B.45) peut eˆtre
simplifie´e : ∑
i
miνi(ui − u) = 0 , (B.46)
ce qui est vrai si νi ne de´pend pas de i, ce qui est peu probable puisque νi de´pend de toutes les
densite´s, ou si la vitesse moyenne de chaque espe`ce i est identique (pas force´ment nulle). Dans le
cas qui nous inte´resse les fdv fi sont isotropes en la vitesse, et ont une vitesse moyenne nulle, donc
la fre´quence de collision ne de´pend que de la norme de la vitesse νi(v), et la relation (B.45) est
strictement ve´rifie´e car les inte´grales sont toutes nulles.











fi(v, t)− fMi [u, T ](v)
]
dv = 0 . (B.47)
Si la fre´quence de collision νi(v) ne de´pend pas de la vitesse, La relation (B.47) peut eˆtre
simplifie´e : ∑
i
νi(Ti − T ) = 0 , (B.48)
ce qui est vrai si νi ne de´pend pas de i, ce qui est peu probable puisque νi de´pend de toutes les
densite´s, ou si la tempe´rature chaque espe`ce i est identique. Dans le cas qui nous inte´resse nous
de´montrons a` la section B.3.1, que si cet invariant n’est pas strictement conserve´, il l’est avec
une tre`s grande pre´cision, suffisante pour nos calculs d’atmosphe`re stellaire. Par contre, nous ne
de´montrons ceci que dans notre cadre de travail ui = u = 0 et Ti = T (espe`ce i de vitesse moyenne
nulle et de meˆme tempe´rature).
Pour re´sumer, nous avons de´montre´ les proprie´te´s 1 et 3, et la proprie´te´ 2 de conservation des
invariants est satisfaite avec une grande pre´cision, dans notre cadre de travail de fdv isotropes
en la vitesse, de vitesse moyenne nulle, et de tempe´rature identique. Dans ce cas bien pre´cis, les
remarques e´crites a` la fin de l’e´nonce´ de la proprie´te´ 3 permettent d’e´crire, pour la fdv des e´lectrons
dans notre cas, que le terme de collisions e´lastiques des e´lectrons avec d’autres particules fait tendre
la fdv des e´lectrons de tempe´rature T vers une maxwellienne de tempe´rature T . Comme ceci est le
comportement du mode`le BGK de´crit ici, nous pourrons alors associer un mode`le BGK a` chacun
de ces termes de collision, au lieu d’en associer un a` leur somme. Ceci nous permettra de calculer
la fre´quence de collision. Nous pouvons e´crire :
Σei(v) ≈ ΣBGKei (v) = −νei(v)
[







Σei(v) ≈ ΣBGKe (v) = −νe(v)
[








B.3.1 Conservation des invariants collisionnels
On va maintenant expliciter les moments d’ordre n de f(v, t) : 〈vn〉(t) = 4pi ∫ +∞
0
f(v, t)vn+2 dv,
afin de de´finir une grandeur En(t) qui est l’erreur relative sur la conservation des invariants d’ordre
n. Il est possible de la de´finir par deux fac¸ons diffe´rentes. Une premie`re de´finition consiste en la
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On peut de´ja` faire quelques remarques sur (B.53) :
1. Toute l’information sur la fre´quence de collision se trouve dans l’exponentielle ou` le temps
apparaˆıt, et ν(v) e´tant positive, et le temps t aussi, cette exponentielle est bien suˆr positive,
et majore´e par 1 pour toutes les vitesses et tous les temps,
2. sous cette forme, on ne peut de´duire la valeur de l’erreur En(t) que pour deux moments
pre´cis :
(a) le temps initial t = 0 , pour lequel l’exponentielle est nulle, ce qui implique que l’erreur est
nulle pour les deux moments conserve´s (d’ordre 0 et 2) parce que f 0(v) a e´te´ construite
a` partir de f(v, 0) dans ce but, les autres moments e´tant quelconques,
(b) la limite t→ +∞, pour laquelle l’exponentielle tend vers ze´ro, et l’erreur des moments
a` tout ordre tend elle aussi vers ze´ro, ce qui semble normal car f(v,+∞) = f 0(v),
3. on ve´rifie bien que les moments d’ordre 0 et 2 sont bien conserve´s pour tout temps si la
fre´quence de collision ne de´pend pas de la vitesse, l’exponentielle sortant alors de l’inte´grale,
inte´grale qui est nulle pour ces deux moments.
Une autre de´finition consiste a` apre´cier la diffe´rence instantane´e de ces moments, qui est nulle





















Cette de´finition (B.54), bien que de´crivant l’argument habituel de conservation des invariants,
n’est pas satisfaisant pour notre e´tude, car nous de´sirons savoir a` quel point ces moments ne
sont pas conserve´s par rapport a` leur valeur initiale ou finale (t → +∞), et non leur variation
d’un instant a` l’autre. De plus, l’introduction de la fre´quence de collision ν(v) dans les inte´grales
rendrait les conclusions de cette e´tude fortement de´pendante de cette fre´quence, alors que la forme
(B.52), que nous garderons par la suite, peut s’affranchir de cette de´pendance.
En dehors des deux valeurs particulie`res du temps donne´es au deuxie`me point, on ne peut
faire aucun calcul analytique sur (B.53), a` cause de la de´pendance en la vitesse tre`s complique´e de
l’exponentielle. Ne´anmoins, la remarque souleve´e au premier point, va nous permettre de majorer
l’erreur, en majorant sa valeur absolue, quelle que soit la forme de la fre´quence de collision. En











|f(v, 0)− f0(v)|vn+2 dv∫ +∞
0
vn+2f0(v) dv
= An . (B.56)
La de´finition de la grandeur An faite dans l’ine´quation (B.56) peut, dans certains cas, se mettre
sous une forme analytique simple, qui facilite le calcul nume´rique. Mais sa principale qualite´ est de
ne plus de´pendre de la fre´quence de collision, seulement de la fdv initiale f(v, 0), ce qui est un test
plus convaincant de la validite´ du mode`le BGK, si on arrive a` bien contraindre An a` des petites
valeurs. On y perd par contre en pre´cision, parce que la fre´quence de collision pourrait tre`s bien
diminuer l’erreur de plusieurs ordres de grandeur par rapport a` la valeur donne´e par An.
Cela e´tant donne´, nous poursuivons notre e´tude en explicitant la forme analytique de An pour
une forme de f(v, 0) donne´e, qui aura un parame`tre libre, nous dresserons un tableau de valeurs de
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ces erreurs, et comparerons, pour finir, l’influence de la fre´quence de collision choisie sur l’erreur
vraie.
Au vu des chapitres pre´ce´dents et des travaux passe´s, nous allons utiliser pour notre e´tude une
une forme particulie`re de la fdv f(v, 0), i. e. une maxwellienne tronque´e dans la queue, la troncature
e´tant un parame`tre libre allant de 0 a` l’infini. Le choix de cette forme vient des travaux ante´rieurs
de Shaw et al. [100], Shoub [101] et Oxenius [75, 76], qui ont re´solu ce proble`me de thermalisation
des e´lectrons dans des cas simplifie´s, non radiatifs, et qui montraient que les collisions ine´lastiques
rendaient la fdv des e´lectrons non maxwellienne dans la queue seulement, en en abaissant la valeur
(toujours positive). Les travaux ante´rieurs, ainsi que notre propre travail, ont montre´ que la queue
de la fdv des e´lectrons e´tait de´peuple´e a` partir du premier seuil d’excitation collisionnelle ou
radiative.
Dans notre travail, qui traite des effets radiatifs, il est le´gitime de croire que le de´part de la
fdv (re´gion des faibles vitesses) va lui aussi eˆtre modifie´. On pourrait par exemple tronquer la
maxwellienne aussi a` gauche, introduisant un nouveau parame`tre libre, mais aucun travail n’a
jamais e´te´ fait la`-dessus, et nous ne savons pas du tout comment se comporte la fdv : les valeurs
aux faibles vitesses peuvent aussi bien eˆtre plus faibles que la valeur maxwellienne, que plus fortes.
Il serait imprudent d’utiliser un sche´ma de troncature alors que nous ne connaissons pas du tout
le comportement de la fdv, alors nous garderons la valeur maxwellienne dans cette re´gion.
Alors f0 est la maxwellienne de vitesse moyenne nulle, et de tempe´rature T . Nous de´finissons
comme auparavant une grandeur lie´e a` la tempe´rature : v¯ =
√
2kT/m, ou` m est la masse de
l’espe`ce en question. Cela donne :












et f(v, 0) est la fdv tronque´e, satisfaisant la meˆme normalisation
∫ +∞
0







v2fM[T0] dv 0 < v < u
0 sinon
, (B.58)
ou` u est le parame`tre de coupure et T0 est un parame`tre, diffe´rent de la tempe´rature T , permettant
que les fdv f(v, 0) et fM aient la meˆme tempe´rature (moment d’ordre 2 en la vitesse). T0 de´pend
aussi de T et u.
Nous de´finissons maintenant le moment maxwellien d’ordre p comme :
Mp(u, T ) = 4pi
∫ u
0
















et les coefficients Bp valent, pour les cas p = 0, 2 qui seront les seuls utilise´s par la suite :




Les fonctions N0 et N2 seront largement utilise´es par la suite. Pour calculer leur valeur nu-
me´rique, nous les exprimerons ci-dessous en fonction de la fonction d’erreur erf, tabule´e un peu
partout (Eqs. B.63 et B.64). Cette e´tude sera nume´rique pour la plupart, mais nous pourrons
calculer analytiquement les re´gions asymptotiques. Pour cela, nous e´crivons les de´veloppement de
N0(y) et N2(y) au voisinage de y = 0 et a` la limite asymptotique y → +∞, re´alise´s avec le logiciel
de calcul symbolique MuPaD.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



















N0(y) = 1− 1√pi e−y
2
[
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et ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




















N2(y) = 1− 23√pi e−y
2
[
2y3 + 3y + 32
1







Pour que le mode`le soit comple`tement de´termine´, il ne nous reste plus qu’a` exprimer T0 en
fonction de u et T . Ensuite nous pourrons estimer En(t) ou An pour n = 0, 2 et certaines valeurs
de u et T . Pour cela, nous e´crivons que les moments d’ordre 0 et 2 des fdv f(v, 0) et f 0[T ](v)
sont e´gaux. Comme f(v, 0) a e´te´ de´finie comme normalise´e a` l’unite´, comme f 0[T ](v), l’e´galite´ du
















2kT0/m est la vitesse associe´e a` la tempe´rature T0 que l’on cherche a` de´terminer.
En introduisant la quantite´ connue x = u/v¯ et l’inconnue y(x) = u/v¯0, nous pouvons transformer







qui est une e´quation implicite en l’inconnue y(x).
Nous devons tout d’abord ve´rifier le domaine de validite´ en x de l’e´quation (B.67). Nous voyons
que cette e´quation a une solution triviale, toujours valable : y(x) = 0, qui ne nous inte´resse pas car
elle signifie que T0 = +∞. La figure (Fig. B.1) pre´sente toutes les caracte´ristiques de cette solution.
Sur cette figure, nous remarquons que pour une valeur x ≤ xc, ou` 1 < xc < 2, y(x) = 0 est la
seule solution de l’e´quation (B.67). Pour ces valeurs trop faibles de u par rapport a` T , notre e´tude
ne peut eˆtre mene´e plus loin car T0 a une valeur infinie. Pour x > xc, il existe aussi une solution
non nulle pour y(x), qui nous inte´resse. De plus, nous voyons pour x = 3 que y(3) ≈ 3. Puisque
le membre de droite de (B.67) tend vers 1 par valeur infe´rieure lorsque y → +∞, nous obtenons
facilement la limite a` l’infini : limx→+∞[y(x)/x] = 1. La fonction y(x) semble eˆtre monotone, donc
y(x) < x pout tout x. Etant donne´s ces re´sultats pre´liminaires, nous de´finissons une autre inconnue
du proble`me : p(x) = y(x)/x = v¯/v¯0. Ainsi l’e´quation (B.67) est mise sous la forme :
N2(xp(x))− p2(x)N0(xp(x)) = 0 . (B.68)












Fig. B.1 – Etude des solutions de l’e´quation (B.67). Toutes les courbes sont trace´es en fonction de
y. La courbe en trait gras repre´sente le membre de droite de l’e´quation. Les autres courbes repre´-
sentent le membre de gauche de l’e´quation, pour certaines valeurs du parame`tre x = 1,
√
5/2, 2, 3.
L’intersection de ces courbes nous renseigne sur l’existence d’une valeur y(x) non nulle.
A partir des de´veloppements de Taylor des fonctions N0 et N2 au voisinage de ze´ro (Eqs. B.63 et
B.64), nous allons de´terminer la valeur du parame`tre xc, ainsi que l’expression de p(x) au voisinage
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de xc. En faisant un de´veloppement de Taylor de (B.68) a` l’ordre 7 en x, nous obtenons la solution







10x3 − 21 . (B.69)
Cette e´quation (B.69) nous permet d’obtenir xc =
√
5/2 ∼ 1.581.
Graˆce au de´veloppement asymptotique des fonctions N0 et N2 au voisinage de l’infini (Eqs. B.63
et B.64), nous obtenons la limite asymptotique de la fonction p(x), calcule´e en utilisant p(x) = 1
le plus possible dans l’e´quation (B.68). Nous obtenons ainsi :







Pour x > xc, nous re´solvons l’e´quation (B.68) de manie`re implicite, par l’utilisation de la
routine NAG C05ADF, l’inconnue devant eˆtre explicitement borne´e par un encadrement qui exclut
0 et inclut 1. Nous avons choisi 10−3 ≤ p(x) ≤ 1.1. Les expressions (Eqs. B.69, B.70) sont des
ve´rifications de la pre´cision du calcul nume´rique. On obtient la figure (Fig. B.2).










Fig. B.2 – Rapport des vitesses p(x) = v¯/v¯0 pour x variant de 0 a` 5.
La valeur est nulle pour x ≤ xc =
√
5/2 ∼ 1.581, puis remonte brusquement pour atteindre la
valeur 1.
Pour avoir une expression analytique de (B.56), il est ne´cessaire de supprimer la valeur absolue
pre´sente dans l’inte´grand, c’est a` dire de´terminer les intervalles pour lesquels f(v, 0)−f 0(v) est soit
positive, soit ne´gative. Pour v ≥ u , cette quantite´ est ne´gative parce que f(v, 0) est nulle. Pour
les autres vitesses v < u, il faut trouver les points d’inversion, i.e. les vitesses vi pour lesquelles
f(vi, 0) = f







1− p2(x)]} . (B.71)
En utilisant le logarithme ne´pe´rien dans (B.71), on trouve une solution unique pour x donne´,










Bien suˆr, cette expression (B.72) ne sera exploite´e que pour des valeurs convenables x ≥ xc.
Nous calculerons nume´riquement toutes les valeurs pour x > xc, mais pour connaˆıtre la valeur
yi(xc), il est ne´cessaire d’utiliser le de´veloppement de Taylor de N0(x) au voisinage de 0, car
p(xc) = 0. Cela donne :











Nous remarquons que (B.73) est une e´galite´ exacte, car p(x ≤ xc) = 0 strictement, et que yi(x)
est encore de´finie pour des valeurs xi ≤ x < xc, pour lesquelles notre proble`me perd son sens
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∼ 1.100 . (B.74)


















∼ 1.044 . (B.75)
Comme pre´ce´demment, il est possible de trouver une expression asymptotique de yi(x), en










ainsi yi(x→ +∞) =
√
3/2 ∼ 1.225.








Fig. B.3 – Trace´ des points d’inversion yi(x) en fonction de x. La courbe en trait plein est re´sultat
de l’e´valuation nume´rique de l’e´quation (B.72), qui montre quelques fluctuations duˆes aux erreurs
d’arrondi au voisinage de x ∼ 4.7, la courbe pointille´e est le prolongement asymptotique (B.76)
pour 3 < x < 5, et la courbe en traits pointille´s repre´sente (B.73).
Maintenant que l’on connaˆıt le point d’inversion yi(x), nous allons pouvoir e´tablir le signe de
f(v, 0)− f0(v) a` toutes les vitesses, de fac¸on a` calculer analytiquement la quantite´ An (Eq. B.56).
Pour cela, nous trac¸ons sur la figure (Fig. B.4), en unite´s re´duites y = v/v¯, cette quantite´ g(v)





Nous avons g(v) ≡ g(v, 0), dont l’expression (B.78) est :





Nous avons choisi x = 2 pour l’exemple de la figure, car c’est une valeur qui nous permet de
bien voir l’e´volution de g(v). Cette fonction est ne´gative pour y < yi(x), nulle pour y = yi(x)
comme convenu par de´finition, puis positive pour yi(x) < y < x. Elle vaut -1 pour y ≥ x, puisque
f(v ≥ u, 0) = 0. Ce comportement reste qualitativement le meˆme pour tout x ≥ xc. Lorsque x
augmente, l’inversion yi(x) se de´cale le´ge`rement vers la droite, et surtout les extrema de g(v) pour
0 < v < u se rapprochent tre`s vite de 0. De`s x = 3, nous n’aurions pas pu discerner graphiquement
la courbe g(v) de la valeur nulle.
On va maintenant donner les expressions analytiques de An(x) (nous avons mis une de´pendance
en x , qui n’apparaissait pas dans (B.56), parce que An de´pend de f(v, 0), dont le seul parame`tre
libre dans notre mode`le est x).
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Fig. B.4 – Trace´ de g(v) en fonction de la variable re´duite y = v/v¯ pour x ∼ 2. g(v) est ne´gative
en dessous de y = yi(x), puis positive jusqu’a` y = x, et ne´gative au dela`.
En utilisant (B.56), la valeur absolue de l’inte´grand peut eˆtre re´solue en se´parant le domaine

























qui se transforme, graˆce aux unite´s re´duites de´finies pre´ce´demment x = u/v¯, p(x) = v¯/v¯0 et
yi(x) = vi/v¯, et en utilisant (Eqs. B.59, B.61) :
An(x) = 1 + 2Nn (yi(x))− 2Nn(x) + 1
pn(x)N0 (xp(x))
[Nn (xp(x))− 2Nn (yi(x)p(x))] . (B.80)
Cette expression (B.80) peut eˆtre e´crite plus simplement dans les cas n = 0, 2 (les seuls qui nous
inte´ressent), graˆce a` la relation (B.68). Nous e´crivons ci-dessous les expressions A0(x) et A2(x),
ainsi que leur de´veloppement de Taylor pour xÀ 1.∣∣∣∣∣∣
A0(x) = 2
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∼ 0.30. Comme on s’y attend, A0(x → +∞) → 0 et A2(x →
+∞) → 0, puisque le mode`le BGK a e´te´ conc¸u pour cela. Nous avons trac¸e´ ces fonctions sur la
figure (Fig. B.5).
Nous dressons ci-dessous un tableau de valeurs de x pour quelques erreurs A0(x) et A2(x) (Tab.
B.1).
Dans notre mode`le d’atmosphe`re contenant de l’hydroge`ne pur, le seuil d’e´nergie est duˆ a` l’exci-
tation du niveau fondamental vers le deuxie`me niveau, et vaut est a` peu pre`s 10 eV. Nous e´tudions
des atmosphe`res froides, dont la tempe´rature effective est typiquement 10000K. Ces parame`tres
correspondent a` x ∼ 2.8, l’erreur relative maximale sur la conservation des invariants collisionnels
e´tant A2(2.8) < 2.0× 10−2, valeur suffisamment faible pour nos calculs du chapitre 6.
Nous allons maintenant montrer l’influence de la fre´quence de collision sur l’erreur produite au
cours du temps, en trac¸ant E0(t, u) et E2(t, u) pour quelques valeurs de u.
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Fig. B.5 – Trace´ de A0(x) (courbe en pointille´s) et de A2(x) (courbe pleine) pour xc ≤ x ≤ 5.
erreur (%) A0(x) A2(x)
x x2 x x2
10−1 2.18 4.75 2.37 5.62
10−2 2.73 7.45 2.91 8.47
10−3 3.18 10.11 3.34 11.16
10−4 3.57 12.74 3.71 13.76
10−5 3.91 15.29 4.04 16.32
10−6 4.22 17.81 4.34 18.84
10−7 4.51 20.34 4.62 21.34
10−8 4.78 22.85 4.88 23.81
Tab. B.1 – Tableau des valeurs de x correspondant a` quelques valeurs de A0(x) et A2(x) .































ou` τ = t/tr est l’unite´ normalise´e de temps, dont la re´fe´rence tr est de´termine´e plus loin, et
ν˜(y) = ν(v)tr est la fre´quence de collision normalise´e. Nous avons bien suˆr ν˜(y)τ = ν(v)t.
D’apre`s l’e´tude sur la de´termination des fre´quences de collision (section B.4), nous choisissons












ou`K est une constante dont la valeur n’a pas d’importance pour la suite, et R est la fonction de´finie
par (B.102). Comme chaque courbe trace´e l’est pour une vitesse donne´e, le facteur multiplicatif
dans (B.85) est une constante, qui va juste modifier l’e´chelle des temps tr de notre graphe, sans
changer le re´sultat physique qu’il montre. Pour traiter notre proble`me d’e´volution dans le temps, il
nous faut normaliser le temps t, le comparer a` un temps de re´fe´rence tr. En regardant les variations
de ν(v), on se rend compte de l’existence de deux temps :




– le deuxie`me est historique, c’est le temps de Spitzer : τc = 1/ν(v¯) ' 2.3/K.
On voit que ces deux temps sont tre`s proches l’un de l’autre, puisque tm ' 0.6 τc. Nous choisissons
tm comme temps de re´fe´rence pour des raisons d’expressions analytiques. Alors tr = tm, entraˆınant
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On trace alors E0(τ, x)/A0(x) et E2(τ, x)/A2(x), respectivement sur les figures (Fig. B.6) et
(Fig. B.7) ci-dessous, pour lesquelles on se rend compte que la majoration de En par An est bien
respecte´e, au moins avec un ordre de grandeur. Cette diffe´rence de´pend bien suˆr de l’accord entre
la fdv initiale f(v, 0) et la fre´quence de collision ν(v).














) x = 2.18x = 3.18
x = 4.22
Fig. B.6 – Trace´ de E0(τ, x)/A0(x) pour 10
−3 ≤ τ ≤ 103, en e´chelle semi-logarithmique, pour
trois valeurs diffe´rentes de x : x ∼ 2.18 (courbe en pointille´s) avec A0(2.18) ∼ 1.0× 10−6, x ∼ 3.18
(courbe en traits-tire´s) avec A0(3.18) ∼ 1.0 × 10−3, et x ∼ 4.22 (courbe en traits pleins) avec
A0(4.22) ∼ 1.0× 10−6.



















Fig. B.7 – Trace´ de E2(τ, x)/A2(x) pour 10
−3 ≤ τ ≤ 103, en e´chelle semi-logarithmique, pour
trois valeurs diffe´rentes de x : x ∼ 2.18 (courbe en pointille´s) avec A0(2.18) ∼ 2.0× 10−6, x ∼ 3.18
(courbe en traits-tire´s) avec A0(3.18) ∼ 2.5 × 10−3, et x ∼ 4.22 (courbe en traits pleins) avec
A0(4.22) ∼ 2.6× 10−6.
Par la suite, nous aurons le choix entre la de´termination de An, qui ne de´pend pas de la fre´quence
ν(v), ou directement de En selon la fre´quence. Le premier choix a pour inconve´nient de surestimer
l’erreur re´elle, parfois de fac¸on non ne´gligeable. Il a pour avantages certains de ne pas de´pendre de
la fre´quence de collision, et de donner une estimation de l’erreur de conservation facilement. Il est
difficile, nume´riquement, d’appre´cier l’erreur maximale En, car aucune expression analytique n’est
disponible.
Dans notre mode`le d’atmosphe`re contenant de l’hydroge`ne pur, ce seuil en e´nergie est a` peu pre`s
10 eV. Nous allons exprimer notre parame`tre de troncature relativement a` la vitesse la plus probable
x = u/v¯. Nous e´tudions des atmosphe`res froides, dont la tempe´rature effective est typiquement
10000K. Alors x > 2.8. Nous avons vu que notre e´tude est valable pour x > xc ∼ 1.58, ce qui nous
permettrait de l’utiliser pour des milieux dont la tempe´rature peut atteindre 30000K, ce qui est
amplement suffisant.
Pour conclure, nous avons trouve´ une expression de l’erreur maximale commise sur la conser-
vation des invariants collisionnels. Cette erreur, qui ne de´pend que de la fdv initiale f(v, 0), a pu
eˆtre ramene´e a` des valeurs tre`s petites, avec un mode`le de fdv initiale : la maxwellienne tronque´e
a` droite. Pour les atmosphe`res que nous avons e´tudie´ au chapitre 6 (hydroge`ne pur, premier seuil
d’excitation pour l’e´nergie ∼ 10 eV, tempe´rature infe´rieure a` 10000K), nous obtenons une erreur
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relative sur la conservation des invariants collisionnels infe´rieure a` 10−2, selon une premie`re esti-
mation qui ne tient pas compte de la forme de la fre´quence de collision. Les calculs effectue´s dans
ce me´moire ne ne´cessitent pas une pre´cision plus importante, et la validite´ du mode`le BGK est
alors e´tablie. Cette erreur serait vraissemblablement infe´rieure a` 10−3 d’apre`s les calculs plus fins
mene´s dans la deuxie`me partie de cette section : l’erreur re´elle est infe´rieure d’au moins un ordre de
grandeur a` la premie`re estimation faite. Ce re´sultat est satisfaisant, et montre que le mode`le BGK,
avec fre´quence de collision non constante, est un bon mode`le pour la conservation des invariants,
remplissant le premier crite`re propose´.
Ce qui nous inte´resse reste le proble`me stationnaire, dont nous allons maintenant discuter.
B.3.2 Proble`me stationnaire
En examinant la forme du mode`le BGK, celui-ci est un mode`le parfait des termes de sources
de collision habituels, puisque la fdv tend vers la maxwellienne d’e´quilibre.
Bien suˆr, le proble`me stationnaire des atmosphe`res stellaires n’a d’inte´reˆt que si les particules
sont soumises a` la fois aux collisions e´lastiques et aux collisions ine´lastiques, dans le cas ou` le
membre de gauche de l’e´quation cine´tique est nul (pas de convection et champ de force exte´rieur
nul). Dans notre cas, nous ne pouvons de´terminer la fre´quence de collision du mode`le que par
ressemblance mathe´matique de la forme FPL et la forme BGK. Une autre possibilite´ de trouver
cette fre´quence tient en la constatation suivante : le proble`me stationnaire n’est finalement que
le proble`me temporel pris a` partir d’un temps suffisamment long pour que la fdv e´volue assez
lentement dans le temps pour ne´gliger la de´rive´e de la fdv par rapport au temps dans l’e´quation
cine´tique. Cette e´volution lente dans le temps est difficile a` quantifier, car on ne connaˆıt pas la
de´rive´e temporelle de la fdv, mais tout ceci est e´quivalent au fait que la fdv soit assez proche de
la fdv d’e´quilibre. En effet, e´tant donne´ le the´ore`me H d’e´volution irre´versible dans le temps vers
l’e´quilibre, si la fdv est proche de l’e´quilibre, son e´volution dans le temps vers cet e´quilibre sera
lent. On arreˆte alors l’e´volution dans le temps a` partir d’un temps τ , et le proble`me stationnaire
permet d’e´crire que la fdv, pour des temps supe´rieurs a` τ , est la fdv d’e´quilibre. Dans les 2 cas,
l’e´tude des fre´quences de collision mene´e a` la section B.4 conclut au meˆme choix de la fre´quence de
collision, e´tude base´e sur le proble`me temporel mais qui s’adapte ainsi au proble`me stationnaire.
Toute la difficulte´ du proble`me stationnaire est de de´terminer ce temps τ . Notre premier crite`re,
pour que le mode`le BGK soit valable dans le proble`me stationnaire, va eˆtre de de´finir τ comme un
temps de relaxation global, pour lequel f(v, t) a approche´ f 0(v) a` la pre´cision ε que l’on de´sire, et
pour tout le domaine Ω des vitesses utilise´es dans le calcul nume´rique. Autrement dit,
∀ v ∈ Ω, |g(v, τ)| ≤ ε . (B.87)
L’estimation de ce temps τ se fait en trois e´tapes :
– de´finir la pre´cision ε,
– de´finir le domaine des vitesses Ω,
– de´finir f(v, 0) si on utilise la formule (B.97) pour de´terminer la fre´quence de collision ν(v),
parce que g(v, t) en de´pend.
La pre´cision ε va de´pendre de la pre´cision demande´e pour la de´termination de la fdv. On peut
estimer grosso-modo que si fBGK(v) est la solution approche´e de f(v), alors
∣∣fBGK(v)− f(v)∣∣ ≤
ε f(v). Le domaine des vitesses Ω de´pend lui aussi de la pre´cision du calcul. Analytiquement, on a
des inte´grales sur les vitesses de 0 a` +∞ . Nume´riquement, la borne supe´rieure ne peut plus eˆtre
+∞, mais v∞. Alors Ω = [0, v∞]. Pour de´terminer cette borne supe´rieure, on peut par exemple
exiger que l’erreur commise sur la valeur de l’inte´grale soit infe´rieure a` ε. Pour illustrer cela,
prenons l’exemple d’une inte´grale sur une fdv maxwellienne de vitesse la plus probable v¯. Alors
l’erreur commise, en unite´s re´duites z∞ = v∞/v¯, est E(z∞) = 1−erf(z∞). Nous avons calcule´ dans
la table (Tab. B.2) quelques valeurs de cette erreur.
Nous travaillerons avec z∞ ≤ 10 (le seuil ine´lastique pour une atmosphe`re a` 10000K vaut z ∼
3.7). Alors la pre´cision demande´e sur les inte´grales ne sera vraissemblablement pas une contrainte.
Dans un proble`me stationnaire, on ne connaˆıt pas du tout l’e´tat initial. Pour une atmosphe`re,
de´ja` en e´quilibre, ce peut eˆtre un jet de particules qui va perturber notre milieu et le faire e´voluer.
Si on ne connaˆıt pas la forme de cette perturbation, on ne peut rien dire. C’est pourquoi nous
avons essaye´ de de´terminer une fre´quence de collision universelle. Surpassant cette difficulte´, nous
nous placerons dans le cas optimiste g(v, 0) = 1.
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Tab. B.2 – Estimation de l’erreur relative faite sur les moments d’une fdv maxwellienne, lorsque
l’inte´grale porte sur un domaine nume´rique fini [0, z].
Nous pouvons maintenant essayer de donner une valeur a` ce temps τ . Comme notre fre´quence
de´croˆıt rapidement avec la vitesse (ν(z) ∝ 1/z3 ), nous sommes suˆrs que si τ ≥ 1/νε(z∞), alors le
crite`re (Eq. B.87) sera respecte´. Alors τ = tε(1) z
3
∞. Pour la pre´cision ε = 10
−2, nous avions trouve´
tε(1) ∼ 10−6 s, et en choisissant z∞ = 10, on obtient τ ∼ 10−3 s. Ce temps τ est ne´gligeable par
rapport a` tout temps d’e´volution macroscopique dans une atmosphe`re stellaire, alors on pourra
toujours traiter le proble`me stationnaire dans une atmosphe`re stellaire.
On remarquera qu’il sera possible de substantiellement ame´liorer la de´termination de l’erreur
maximale commise sur la conservation des invariants car, en ce temps τ , ∀v ∈ Ω, exp[−ν(v)τ ] ≤ ε,
expression a` utiliser dans (B.53) pour avoir une nouvelle erreur A′n = εAn, d’apre`s la de´finition
(B.56).
Nous avons calcule´ le temps τ a` l’aide de conside´rations uniquement base´es sur les collisions
e´lastiques. Le proble`me cine´tique qu’on se pose inclut des effets ine´lastiques, ce qui a pour conse´-
quences que :
– le temps τ doit eˆtre calcule´ en tenant compte de toutes les termes de l’e´quation cine´tique. Ce
qui a e´te´ fait pour les collisions e´lastiques pourrait eˆtre ge´ne´ralise´ aux collisions ine´lastiques,
i.e. construire un mode`le BGK pour chaque terme. Meˆme si cela e´tait possible, les e´tudes
manquent a` ce sujet pour pouvoir chiffrer leur contribution. En pratique, nous sommes inca-
pables de de´terminer quantitativement un temps de stationnarite´ cine´tique pour le proble`me
ine´lastique que traite´. Les e´tudes qui ont e´te´ faites portent sur la re´solution des e´quations de
transport temporelles pour un ensemble de moments de la fdv. On peut en de´duire des temps
de relaxation. Ces temps sont tre`s souvent ne´gligeable par rapport aux temps macroscopiques
caracte´ristiques, validant l’approche stationnaire comme e´tant toujours valable, qu’elle soit
hydrodynamique ou cine´tique.
– Meˆme si τ pouvait eˆtre de´termine´, et qu’il soit possible de traiter le proble`me cine´tique
stationnaire, on sait, et c’est ce qu’on cherche, que les termes ine´lastiques vont induire de
forts e´carts a` l’ETL. Alors, pour certains domaines de vitesses de Ω , la condition (B.87) de
validite´ du mode`le BGK pour le terme de collisions e´lastiques, ne sera pas re´alise´e, et on ne
peut plus rien dire sur l’e´cart nume´rique entre le terme de source FPL et le terme de source
BGK. Comme le proble`me pose´ est non-line´aire, la conse´quence pourrait eˆtre grave sur la
de´termination de la fdv : la fdv issue du mode`le BGK pourrait eˆtre tre`s diffe´rente de celle
correspondant au proble`me physique pose´, issu de termes de source de FPL ou de Boltzmann.
– Un autre proble`me vient de la de´termination des parame`tres du mode`le BGK. Comme on ne
connaˆıt pas la fdv initiale (a` temps nul), on ne connaˆıt pas les parame`tres de la maxwellienne
du mode`le. Avec les collisions ine´lastiques, la densite´ et la tempe´rature de la fdv vont changer,
mais les parame`tres de la maxwellienne vont-ils changer ? Pour re´pondre a` cela, il suffit de
regarder l’e´quation cine´tique FPL a` un temps quelconque t. En laissant e´voluer la fdv dans
le temps sous le seul effet des collisions e´lastiques, elle va e´voluer vers une maxwellienne
de parame`tres ceux de la fdv au temps t. Dans le proble`me temporel complet (e´lastique et
ine´lastique), la maxwellienne d’e´quilibre du proble`me e´lastique a donc ses parame`tres qui
varient avec le temps. Cette caracte´ristique reste vraie dans le proble`me stationnaire. La fdv
initiale est fn, la fdv re´sultat de l’ite´re´ n du proble`me couple´. C’est elle qu’on va utiliser pour
calculer la maxwellienne du mode`le BGK pour l’ite´re´ n + 1. Seulement, la fdv re´sultant de
cet ite´re´ ne va pas avoir la meˆme densite´ et meˆme tempe´rature que celles de la maxwellienne
du mode`le. Si l’e´cart est important, cela pourrait poser un proble`me de convergence : elle
pourrait eˆtre ralentie. Il faut alors ite´rer la re´solution de l’e´quation cine´tique, en changeant
a` chaque ite´re´ les parame`tres de la maxwellienne. Quoi qu’il en soit, on peut se demander si
la convergence d’une e´quation qui change de forme entre deux ite´re´s est bien e´tablie. Avec
le terme FPL ou Boltzmann, la forme reste la meˆme. Pour le proble`me du transport, cela
B.3. E´TUDE SUR LA VALIDITE´ DU MODE`LE BGK 167
pourrait avoir une influence sur la validite´ du mode`le BGK, si l’e´cart a` l’ETL s’e´tendait sur
un grand domaine de vitesses.
B.3.3 Conclusion
Nous avons vu que le mode`le BGK, adapte´ au proble`me des atmosphe`res stellaires que nous nous
posons (mode´lisation de la fdv des e´lectrons tronque´e dans la queue), respectait les 3 crite`res fixe´s
en introduction de cette section B.3. La conservation des invariants collisionnels est typiquement
infe´rieure a` 1%, ce qui est acceptable pour les calculs de notre mode`le d’atmosphe`re.
Bien que nos atmosphe`res stellaires soient stationnaires, nous avons mene´ une e´tude de´taille´e
du proble`me temporel, c’est a` dire l’e´volution dans le temps de la fdv avec collisions e´lastiques
seulement, en comparant les re´sultats obtenus avec un terme de source FPL [68, 88], avec ceux
donne´s par le mode`le BGK. On ne connaˆıt pas re´ellement comment f(v, t) e´volue vers l’e´quilibre en
utilisant l’e´quation de Boltzmann ou de FPL. Il est difficile de faire une comparaison avec le mode`le
BGK, pour lequel f(v, t) est connue analytiquement a` tout temps. On sait qu’a` t = 0 et t = +∞, les
fdv provenant des deux termes de source sont e´gales. Nous avons construit la fre´quence de collision
du mode`le BGK afin de retrouver cette ressemblance des fdv pour un temps t = tε(v). Entre
ces valeurs du temps, le mode`le BGK implique que f(v, t) tend vers l’e´quilibre exponentiellement
avec le temps. On peut penser que la de´croissance exponentielle est une loi suffisamment ge´ne´rale,
pour que FPL ou Boltzmann se comportent ainsi, mais ce n’est pas convaincant. De plus, on sait
qu’a` partir de tε(v), la fdv est dans une re´gion bien de´finie autour de la maxwellienne d’e´quilibre,
que ce soit celle du mode`le ou celle de FPL, et c’est un argument fort en faveur de la validite´
du mode`le. Par contre, on ne sait pas si FPL garde la me´moire de l’e´tat initial apre`s un temps
assez long, alors que BGK la garde. Le mode`le BGK semble mal de´crire f(v, t) aux temps courts,
mais bien circonscrire sa valeur pour des temps suffisamment longs. Nous ne nous sommes pas
persuade´s de fac¸on vraiment convaincante que la fre´quence de collision e´tait universelle, au sens
ou` elle ne de´pend pas de l’e´tat initial. Le fait est qu’elle en de´pend, mais la validite´ du mode`le
aussi. Nous pouvons alors dire que ce mode`le, avec la fre´quence que l’on a choisie, sera valable pour
certains e´tats initiaux seulement. Il n’ y a pas, ou presque pas de crite`res ge´ne´raux qui permettent
de classer les bonnes fdv initiales d’une part, et les mauvaises d’autre part. Ce genre de mode`le
n’a d’inte´reˆt que si l’on veut traiter un proble`me temporel qui inclut d’autres effets que les effets
e´lastiques purs, parce qu’on sait tre`s bien traiter nume´riquement le cas e´lastique pur a` partir des
e´quations FPL ou Boltzmann. La bonne de´marche pour ve´rifier la validite´ du mode`le BGK est de
se poser un proble`me cine´tique temporel complexe, ine´lastique, et de choisir une fdv initiale. On
re´sout alors le proble`me e´lastique avec FPL ou Boltzmann, pour cet e´tat initial, a` une pre´cision ε
donne´e, on en de´duit νε(v), qui sera utilise´e pour connaˆıtre ν(v). Il faudra alors ve´rifier le crite`re de
conservation des invariants. Si ce crite`re est satisfait, il faudra encore ve´rifier que la fdv se trouve
dans la re´gion proche a` la pre´cision ε de la maxwellienne d’e´quilibre pour des temps supe´rieurs a`
tε(v). Ce point de´pend de la formule qu’on a utilise´ pour exprimer ν(v) a` partir de ν²(v) . Si on
utilise la formule (B.97), il faut ve´rifier l’influence de l’e´tat initial sur le crite`re (B.99). Si on utilise
la formule (B.96), on sait que le mode`le BGK sera valable pour cet e´tat initial a` partir du temps
tε(v). On pourra alors traiter le proble`me initial en utilisant le mode`le BGK a` la place du terme
de collisions e´lastiques. Comme les termes de collision ine´lastiques vont modifier la densite´ et la
tempe´rature de la fdv, il faudra les recalculer entre deux ite´rations successives dans le temps, pour
injecter leur valeur dans la maxwellienne. Moyennant quoi, si la solution finale de ce proble`me
reste proche de la maxwellienne, a` la pre´cision initiale ε, on pourra garantir que cette solution
est proche de celle qu’on aurait trouve´e avec FPL ou Boltzmann. Si l’e´cart a` la maxwellienne
devient important, on ne peut plus rien dire. La solution finale peut eˆtre une mauvaise comme
une bonne solution. Pour statuer sur la validite´ du mode`le BGK dans le proble`me temporel, il
faudrait comparer les formes mathe´matiques de FPL et BGK par l’e´tude du spectre de l’ope´rateur
de collision. On peut de´ja` voir que la relaxation de tel ou tel moment va de´pendre de l’inte´grale
de la fre´quence de collision ponde´re´e par ce moment, sur les vitesses. Chaque moment va donc
avoir une fre´quence de relaxation diffe´rente, par comparaison avec le mode`le BGK a` fre´quence de
collision constante qui de´crivait parfaitement bien la relaxation d’un moment particulier, mais qui
de´crivait mal tous les autres. Dans notre cas, la relaxation de chaque moment sera a` peu pre`s mal
de´crite, la nuance tenant dans le a` peu pre`s. Sans e´tude de spectre, on ne peut aller plus loin, mais
le mode`le BGK pourrait se re´ve´ler un bon mode`le pour ce type de proble`mes.
Pour le proble`me stationnaire, la seule difficulte´ consiste en la de´termination de la fre´quence
168 ANNEXE B. LE MODE`LE BGK POUR LES COLLISIONS E´LASTIQUES
de collision. Cette difficulte´ est leve´e par les arguments de la section B.3.2, et nous calculons dans
la section B.4 suivante ces fre´quences de collision, valables pour le proble`me temporel comme pour
le proble`me stationnaire.
B.4 Choix des fre´quences de collision
Le but de cette section est d’apporter un regard sur la fac¸on dont, en ge´ne´ral, une fdv ini-
tiale quelconque approche sa maxwellienne d’e´quilibre sous l’effet des collisions e´lastiques. Le but
pratique e´tant de de´terminer des fre´quences de relaxation pour le mode`le BGK.
L’e´tude de ces temps se se´pare en deux classes diffe´rentes :
– les collisions fortes de particules le´ge`res avec des particules lourdes : ce sera pour nous les
collisions des e´lectrons avec les atomes, e´ventuellement des e´lectrons avec les ions si on ne
s’occupe que des chocs proches,
– les collisions faibles entre particules charge´es, de´termine´es par la forme FPL.
B.4.1 Les collisions des e´lectrons avec les atomes
En utilisant le mode`le imparfait du gaz de Lorentz [32], on peut de´terminer des temps de
relaxation pour les diffe´rentes anisotropies, et un temps de relaxation de la distribution isotrope vers
une maxwellienne de tempe´rature e´gale a` celle des atomes. Ce dernier point marque la diffe´rence
entre ce mode`le imparfait et le mode`le parfait du gaz de Lorentz de´crit plus haut, pour lequel il n’y
avait aucun e´change d’e´nergie entre les e´lectrons et les atomes, impliquant que la partie isotrope
de la fdv des e´lectrons n’e´voluait pas vers une maxwellienne d’e´quilibre. La fre´quence de relaxation




[1− Pl(cos θ)]qHe(v, θ) sin θ dθ , (B.88)
ou` P l est le polynoˆme de Legendre d’ordre l. Soit on se limite aux premie`res anisotropies pour
avoir une valeur universelle de la fre´quence de relaxation, soit on suppose que la section efficace
diffe´rentielle est isotrope, et les fre´quences de relaxation ne de´pendent plus du degre´ d’anisotropie :
∀l , νl(v) = nHvqHe(v) . (B.89)
Bien suˆr la sed n’est pas isotrope (voir la section A.5.4). Pour la gamme d’e´nergie, qui nous
inte´resse, des e´lectrons 1−10 eV, la sed fait un creux. Le roˆle des extre´mite´s est atte´nue´ par le terme
sin θ dans (B.88), alors si ce creux a la meˆme valeur pour toutes les vitesses dans cette gamme,
l’approximation de la sed isotrope n’est pas trop mauvaise. Ce n’est pas le cas, la valeur du creux
de´pend de la vitesse. Cette de´pendance est prise en compte pour le calcul de la sed inte´gre´e (sei).
Le calcul de la section efficace totale de transfert de quantite´ de mvt a e´te´ faite. Elle correspond a`
la fre´quence de collision de premie`re anisotropie (l = 1), et elle rejoint la sei autour de 5 eV, alors
qu’on ne sait rien sur elle en dessous, et elle se stabilise a une valeur a` peu pre`s deux fois moindre
que la sed inte´gre´e pour les grandes vitesses, suivant a` peu pre`s la meˆme de´croissance que la sed
inte´gre´e. Il risque d’en eˆtre de meˆme pour les autres anisotropies. En conse´quence, on ne va pas
pouvoir trouver de fre´quence de collision universelle pour toutes les anisotropies. Nous prendrons
comme mode`le les fre´quences de collision de toutes les anisotropies e´gales a` la premie`re (ce qui
revient a` supposer que la sed est isotrope), qui sera elle-meˆme e´gale a` la sei ν0(v).
Pour tenter de justifier cette hypothe`se, examinons la formule (B.88). On remarque que la
caracte´ristique de l’anisotropie vient du Pl(cos θ), et que le 1 correspond a` la sed inte´gre´e. Comme
on inte`gre sur 0 ≤ θ ≤ pi, on a −1 ≤ cos θ ≤ 1. En utilisant la relation de re´currence connue sur
les polynoˆmes de Legendre, l’expression connue des deux premiers polynoˆmes (d’ordre 0 et 1), et
la relation d’orthogonalite´ qui stipule que l’inte´grale de tout polynoˆme d’ordre l > 0 sur [−1, 1] est
nulle, on peut en de´duire les deux re´sultats suivants :
– tout polynoˆme est borne´ aux valeurs [−1, 1] sur l’intervalle [−1, 1],
– tout polynoˆme d’ordre l > 0 change de signe au moins une fois sur ce meˆme intervalle.
Le premier re´sultat permet de voir que toute fre´quence de collision d’anisotropie l, a` chaque
vitesse, est borne´e entre 0 et au plus deux fois la valeur e´quivalente a` la sei. Le deuxie`me re´sultat
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permet de voir que cet e´cart a` la sei est moindre qu’en conside´rant les bornes possibles, puisque le
fait que le polynoˆme change de signe sur le domaine d’inte´gration atte´nue les effets de l’anisotropie.
Mettons en pratique ce raisonnement pour la premie`re anisotropie pour laquelle P1(cos θ) =
cos θ. Nous faisons re´fe´rence a` la figure (Fig. A.1).
Pour des e´nergies cine´tiques infe´rieures typiquement a` 5 eV, la sed fait un creux au milieu et
les extre´mite´s ont a` peu pre`s la meˆme valeur. La valeur pour pi est le´ge`rement plus faible que pour
0, et le tout est a` peu pre`s syme´trique par rapport a` pi/2. Alors la contribution de l’anisotropie va
devenir petite par rapport a` 1, et le´ge`rement infe´rieure, ce qu’on observe bien pour 5 eV, et nous
en de´duisons que ce comportement va rester le meˆme pour des e´nergies infe´rieures.
Pour des e´nergies cine´tiques supe´rieures a` 5 eV, la sed de´croˆıt tre`s vite jusqu’a` pi/2, puis reste
a` peu pre`s constante jusqu’a` pi, avec une valeur comprise entre un et deux ordres de grandeur par
rapport a` la valeur en 0. On comprend que la contribution de cos θ va atte´nuer l’inte´gration de
0 a` pi/2, alors qu’il va augmenter, le´ge`rement toutefois, de pi/2 a` pi. Cela donne globalement une
atte´nuation d’un facteur a` peu pre`s deux par rapport a` la sei, ce qu’on trouve aussi.
Sur cet exemple, on voit que non seulement la fre´quence de collision d’anisotropie d’ordre 1 ne
de´passe pas la sed inte´gre´e, mais encore qu’elle ne chute pas de fac¸on dramatique : on a au plus
un facteur 2.
Pour les autres anisotropies, e´tant donne´ que Pl(1) = 1, on peut s’attendre au meˆme comporte-
ment. Il pourrait y avoir de´passement, mais pas de chute spectaculaire malgre´ tout. C’est pour cela
qu’il nous semble commettre au pire une erreur de ±100% sur toutes les fre´quences de collision des
anisotropies en supposant dans (B.88) que la sed est isotrope. Dans l’e´tat actuel de notre travail, et
sachant que finalement c’est le comportement selon la vitesse qui est important, cela nous semble
satisfaisant.
Pour la relaxation de la partie isotrope, les e´tudes assez complexes faites sur le spectre de l’ope´-
rateur de collision associe´ a` ce phe´nome`ne, de type Fokker-Planck, montrent que la fre´quence
de relaxation de la partie isotrope a le meˆme comportement que (me/mH)ν1(v), c’est a` dire
(me/mH)ν0(v) dans notre approximation.
B.4.2 Les collisions entre particules charge´es
Tout le proble`me de de´terminer la fre´quence de collision du mode`le BGK vient de savoir quels
crite`res on retient : ce mode`le doit-il eˆtre le plus fide`le possible aux e´quations originelles (Boltzmann,
Fokker-Planck-Landau, e´quations line´arise´es), utiliser une de´finition faisant appel au sens physique,
ou reprendre les re´sultats de calcul nume´rique sur l’approche a` l’e´quilibre d’une fdv initiale vers la
maxwellienne attendue ?
La fac¸on dont on essaye de deviner cette fre´quence va nous permettre d’obtenir des expressions





Ce n’est qu’apre`s avoir de´taille´ toutes ces approches, et en ayant cerne´ leur domaine de validite´,
que l’on pourra essayer de de´cider quelle expression on peut utiliser pour la fre´quence de collision.
B.4.2.1 L’approche nume´rique
Nous nous basons sur les travaux de Rosenbluth et al. [68, 88], qui ont re´solu nume´riquement
l’e´quation temporelle de Fokker-Planck-Landau non-line´aire pour des e´lectrons collisionnant avec
eux-meˆmes par le biais de l’interaction coulombienne. Pour la re´gion des faibles vitesses (le de´part
de la fdv v ¿ v¯e) et moyennes vitesses (la bosse de la fdv v ≈ v¯e), les auteurs ont choisi une
















Pour la re´gion des hautes vitesses (la queue de la fdv v À v¯e), leur mode´lisation de la distribution
initiale en onde de diffusion correspond a` f(v, 0) = 0. Les calculs permettent de suivre l’e´volution
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de la fdv en fixant le temps d’atteinte de l’e´quilibre maxwellien lorsque l’e´cart est de quelques
% (ils ont bien de´finis cette maxwellienne graˆce a` la densite´ et la tempe´rature de la gaussienne
initiale). Il faut remarquer que les e´quations utilise´es sont a` une dimension, et ne traitent que la
relaxation de la partie isotrope de la fdv des e´lectrons. Les e´quations pour la partie non isotrope
sont tre`s complique´es. Cette e´tude va nous permettre de trouver une expression simple du temps
de relaxation a` toutes les vitesses tε(v) pour lequel la fdv des e´lectrons a atteint l’e´quilibre a` une
pre´cision relative ε pre`s.
Nous e´tablirons ensuite l’expression de la fre´quence de collision ν(v) associe´e au mode`le BGK,
a` partir de tε(v) et d’autres conside´rations, en la rendant la plus universelle possible (inde´pendante
de ε et de la fdv initiale).
Les calculs mene´s par les auteurs cite´s ci-dessus ont permis d’e´tablir les re´sultats suivants :
1. le temps de relaxation a` la vitesse la plus probable v¯e est connu,
2. elle indique le comportement dans la queue : en mode´lisant la queue de la fdv comme une
onde de diffusion vers les grandes vitesses, les auteurs trouvent que le temps de relaxation a`
la vitesse v est proportionnel a` v3, re´sultat valable pour des vitesses nettement plus grandes
que la vitesse la plus probable,
3. elle montre que la partie de la fdv comprise entre la vitesse nulle et la vitesse la plus probable,
re´gion de´finie comme le de´part de la fdv, atteint l’e´quilibre plus vite que la queue, moins vite
que la vitesse la plus probable, de fac¸on a` peu pre`s constante pour les faibles vitesses.
L’e´tude nume´rique ayant abouti a` des temps de relaxation pour diffe´rentes vitesses, on peut
essayer de lui associer une forme continue. On a de´ja` de´fini la fonction R par l’e´quation (3.20), et
la forme R(v/v¯e)/v, a` une constante multiplicative pre`s, semble bien convenir aux fre´quences de
relaxation de cette e´tude (simplement l’inverse du temps tε(v)). Le comportement dans la queue
est correct, la fre´quence a` vitesses faibles est constante, mais la fre´quence a` faible vitesse est plus
grande que la fre´quence a` la vitesse la plus probable, d’un rapport ∼ 1.76. Etant donne´ le caracte`re
approche´ de notre travail, nous utiliserons ne´anmoins cette forme, ce qui favorise les collisions
e´lastiques dans une comparaison e´lastique/ine´lastique.








ou` Kε est une constante que nous allons calculer.
Dans l’article de Rosenbluth et al. [68, 88], la seule valeur du temps de relaxation que les
auteurs donnent pour eˆtre celui d’atteinte a` un e´quilibre est celui correspondant a` la vitesse la plus

















ce qui permet d’e´crire en de´finitive :





Remarquons que cette valeur donne´e de 0.73τc est une approximation qui de´pend de la pre´cision
demande´e sur l’atteinte a` l’e´quilibre. C’est un bon ordre de grandeur qui indique que le temps de
relaxation est proche du temps de Spitzer. On peut toujours poser que le temps re´el de relaxation
est une constante proche de 1 multiplie´e par τc, alors la constante 2.5 avance´e dans (B.94) ne doit
pas eˆtre conside´re´e comme exacte. On pourrait tre`s bien prendre 1 ou 0.5. De plus, l’e´tude par les
meˆmes auteurs du comportement asymptotique des temps de relaxation donne une valeur 3 pour
cette constante.
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En conclusion, il faut voir R comme une fonction qui raccorde assez bien les trois re´gions
de l’espace des phases, qu’elle respecte qualitativement chaque re´gion, mais que chaque re´gion
demande une constante diffe´rente (et proches l’une de l’autre) dans la formule (B.94) : 1.76×2.5 ∼
4.4 pour les vitesses tre`s infe´rieures a` la vitesse la plus probable v¯e, 2.5 pour la re´gion des vitesses
voisines de v¯e, et 3 pour les vitesses bien supe´rieures a` v¯e. Nous avons choisi d’utiliser la constante
donne´e par la vitesse v¯e parce que c’est la mieux connue nume´riquement, la re´gion des faibles
vitesses n’e´tant pas tabule´e et la re´gion des hautes vitesses ayant donne´ lieu a` un traitement
analytique mode´lise´. Ce choix a aussi pour but de rejoindre les re´sultats bien connus, car v¯e est
aussi la vitesse a` laquelle on fait re´fe´rence pour de´crire l’ordre de grandeur des collisions e´lastiques.
Nous allons maintenant de´terminer l’expression de ν(v) en fonction de tε(v), f(v, 0) et ε, et
de´finir dans quelle mesure cette fre´quence de collision est universelle, i.e. ne de´pend pas de f(v, 0)
et ε.
Nous de´finissons l’expression du temps de relaxation de´pendant de la vitesse tε(v), de´finie
comme le temps pour lequel la fdv approche la maxwellienne d’e´quilibre a` une pre´cision relative
ε donne´e, beaucoup plus petite que 1. Pour pre´ciser ce rapprochement, nous utilisons la fonction
g(v, t) de´crivant l’e´cart a` l’e´quilibre (B.77). Alors le crite`re concernant tε(v) s’e´crit :
|g(v, tε(v))| ≤ ε . (B.95)
L’ine´galite´ pre´sente dans (B.95) est rendue ne´cessaire par le fait que g(v, 0) peut eˆtre nulle ou
plus petite en valeur absolue que ε. Graˆce a` la de´finition (B.91), le crite`re (B.95) permet de donner
une expression de la fre´quence de collision du mode`le :
ν(v) ≥ νε(v) [ln |g(v, 0)| − ln ε] . (B.96)
Nous avons vu a` la section B.3 que la fre´quence de collision ν(v) doit eˆtre positive ou nulle. Ceci
nous aidera a` lever l’inde´termination duˆe a` l’ine´galite´ dans (B.96). Nous essaierons de remplacer
cette ine´galite´ par une e´galite´ lorsque possible, c’est a` dire pour pour |g(v, 0)| > ε. L’e´tude de la
relaxation sur laquelle nous nous appuyons montre bien que tε(v) est une forme continue de v.
La formulation utilise´e par les auteurs e´tant celle de FPL, c’est a` dire diffe´rentielle, on comprend
bien qu’il ne suffise pas, qu’a` un temps t donne´, g(v, t) = 0 pour que ∂f(v, t)/∂t soit nul : meˆme si
la fdv atteint l’e´quilibre en un point dans un temps fini, elle va s’en e´carter pour s’en rapprocher
asymptotiquement (en un temps infini). Ainsi, pour toutes les re´gions ou` |g(v, 0)| ≤ ε, la donne´e
de tε(v) n’est pas pertinente. On remarquera que les auteurs n’ont jamais donne´ de valeurs pour
cette re´gion. La seule chose importante, que nous n’avons pas de´montre´ avec la forme FPL, est que
l’ine´galite´ (B.95) reste valable pour des temps supe´rieurs a` tε(v).
Meˆme avec une valeur de´finie de νε(v) dans la re´gion ou` |g(v, 0)| ≤ ε, la formule (B.96) ne
nous e´tant plus utile, on ne peut plus trouver d’expression a` ν(v). Une possibilite´ serait de faire
un recollement par continuite´ ce cette re´gion particulie`re, avec celle, majoritaire, ou` l’e´galite´ dans
la formule (B.96) est toujours valable. Moyennant quoi, soit il y aura e´volution irre´versible vers
l’e´quilibre, soit il n’y aura pas d’e´volution du tout, mais il ne pourra pas y avoir d’e´volution
irre´versible vers un non-e´quilibre.
Pour eˆtre cohe´rents avec les auteurs, nous fixons la valeur ε = 10−2, qui donne − ln ε ∼ 4.60.
Dans la queue, g(v, 0) = 1, donc ln |g(v, 0)| = 0 :
ν(v) = −νε(v) ln ε . (B.97)
Cette formule (B.97) est simple et a l’avantage de ne pas de´pendre de f(v, 0).
Pour le de´part et la bosse, correspondant a` des valeurs 0 ≤ y ≤ 1, ou` y = v/v¯e est la vitesse
re´duite, on peut e´crire :
g(y, 0) = e2y−1 − 1 . (B.98)
On voit que g(y, 0) est nul pour y = 1/2, et la re´gion a` proble`mes, correspondant a` |g(y, 0)| ≤ ε,
a e´te´ estime´e nume´riquement a` |y| ≤ 0.5 + 0.64ε, qui est un domaine tre`s petit pour la valeur
ε = 10−2 utilise´e. Comme g(y, 0) est monotone, il suffit de calculer ses valeurs en y = 0 et y = 1.
On calcule facilement g(0, 0) = e−1−1 ∼ −0.63, alors ln |g(0, 0)| ∼ −0.46, et g(1, 0) = e−1 ∼ 1.71,
alors ln |g(1, 0)| ∼ 0.54. Dans ce cas, en excluant la re´gion |g(y, 0)| ≤ ε, il y a au moins un ordre
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de grandeur entre ln |g(y, 0)| et − ln ε. Alors la formule (B.97) est encore une bonne de´termination
de ν(v).
En appliquant (B.97) a` tout le domaine de vitesses, on obtient la relation ge´ne´rale :
g(v, tε(v)) = ε g(v, 0) . (B.99)
On peut voir que, sur tout le domaine des vitesses 0 ≤ v < +∞, −0.63 ≤ g(v, 0) ≤ 1.71.
Alors, bien que la pre´cision ait e´te´ fixe´e a` 1%, g(v, tε(v)) ne de´passe pas 2%, ce qui est tout a` fait
acceptable, et nous permet de garder la formule (B.97) comme re´fe´rence pour la suite.
On peut maintenant se poser la question de l’universalite´ de cette fre´quence ν(v), de´termine´e
par la formule (B.97). La comparaison de notre mode`le avec les travaux de Rosenbluth et al. [68, 88]
est difficile pour tout temps, car nous souhaitons e´tablir la ressemblance la plus forte possible entre
FPL et BGK au temps tε(v), mais nous ne savons pas ce qui se passe sur l’intervalle t ∈]0, tε(v)[,
ce qui n’est pas tre`s important dans le cas de l’e´tude du proble`me stationnaire, et nous ne savons
pas de quelle fac¸on la forme FPL fait tendre la fdv vers l’e´quilibre pour t > tε(v), alors que nous
connaissons la solution (Eq. B.43) donne´e par le mode`le BGK : une de´croissance exponentielle.
Puisque une seule e´tude a e´te´ mene´e, a` ε fixe´, on ne peut pas statuer sur la question de savoir
si ν(v) de´pend oui ou non de ε. D’apre`s la formule (B.97), si ε de´croˆıt, le temps de relaxation tε(v)
croˆıt, donc νε(v) de´croˆıt, mais − ln ε croˆıt. Si la croissance de − ln ε compense la de´croissance de
νε(v), alors ν(v) ne sera pas affecte´e par ε. Pour re´pondre a` cette question, il faudrait faire une
e´tude nume´rique se´rieuse. Ne´anmoins, il nous semble peu physique que le pouvoir des collisions
e´lastiques a` maxwelliser la fdv de´pende de la pre´cision. Cela signifierait que la forme du mode`le
BGK pourrait de´pendre de la pre´cision, alors que la forme non mode´lise´e, de Boltzmann ou de
FPL, n’en de´pend pas. E´tant optimistes, nous supposerons par la suite que ν(v) ne de´pend pas de
ε, ce qui nous permettra d’utiliser le mode`le BGK avec n’importe quelle pre´cision.
Pour savoir si ν(v) de´pend de f(v, 0), nous allons utiliser la formule (B.99), et essayer diffe´rentes
formes de f(v, 0) pour calculer g(v, 0). Si cette quantite´, en valeur absolue, reste infe´rieure a` une
valeur proche de l’unite´, disons jusqu’a` un demi ordre de grandeur, alors on pourra dire que l’e´galite´
(B.95) sera assez bien de´finie pour garantir la validite´ du mode`le BGK.
1. En reprenant le mode`le de la maxwellienne tronque´e (voir section B.3.1), le calcul de g(y, 0)
correspond a` la formule (B.78), et les valeurs ont e´te´ trace´es sur la figure (Fig. B.4) pour
x = 2. On voit sur la figure que |g(v, 0)| < 1 pour la re´gion des faibles et moyennes vitesses.
Alors (B.99) est une bonne formule dans ce cas. On peut dire en fait que cette formule est
valable en ge´ne´ral dans cette re´gion parce que la maxwellienne f 0(v) a des valeurs proches
de l’unite´.
2. Si on utilise la gaussienne centre´e sur la vitesse la plus probable, cette fois-ci dans la queue,
nous voyons que g(y, 0) tend vers l’infini avec y : (B.99) n’est pas une bonne formule dans
ce cas. Dans cette re´gion, cette formule ne marchera que si f(y, 0) reste tre`s proche de f 0(y)
lorsque il lui est supe´rieur, infiniment proche en fait, parce que f 0(y) tend tre`s vite vers
ze´ro. Sinon, f(y, 0) peut eˆtre aussi e´loigne´e de f 0(y) que l’on veut s’il lui est infe´rieur, ce
qui est le cas de la fdv f(v, t) < f 0(v) calcule´e par les auteurs a` l’origine du travail sur la
non-thermalisation des e´lectrons dans les atmosphe`res stellaires, cite´s en introduction de ce
me´moire.
En conclusion, on ne peut pas affirmer que l’expression de ν(v) donne´e par la formule (B.97) soit
universelle. Mais on ne peut pas non plus le dire de la formule (B.96), qui est beaucoup plus
complique´e. Nous choisirons la formule la plus simple (B.97) qui, combine´e a` (B.94) et pour la
valeur ε = 10−2, donne finalement :







Le calcul classique des fre´quences de collision, tre`s bien explique´ dans Delcroix et al. [32] et
Binney et al. [10], revient a` savoir comment un faisceau monocine´tique d’e´lectrons est perturbe´
dans le temps quand il collisionne avec un gaz de particules i dont les fdv sont maxwelliennes.
On calcule principalement trois quantite´s, toutes lie´es a` la moyenne statistique de la variation de
vitesse du faisceau :
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– la perte de vitesse du faisceau le long de la ligne de vise´e, e´quivalent a` un temps de freinage,
lie´ a` la persistance des vitesses et aux corre´lations, dont la fre´quence sera note´e νRei(v),
– la dispersion du faisceau perpendiculairement a` la ligne de vise´e, correspondant a` la diffusion
du faisceau, c’est a` dire a` l’isotropisation, dont la fre´quence sera note´e νSei(v),
– la dispersion du faisceau le long de la ligne de vise´e, correspondant a` l’e´change d’e´nergie
entre le faisceau et le fond maxwellien, c’est a` dire a` la maxwellisation du faisceau, dont la
fre´quence sera note´e νTei(v).
On remarquera que cette approche permettrait de connaˆıtre la fre´quence de relaxation des
anisotropies.
La signification physique de ces trois fre´quences est explique´e dans Spitzer [110] et Montgomery
et Tidman [70], bien que le roˆle de νRei(v) par rapport a` ν
T
ei(v) dans la maxwellisation du faisceau
n’y soit pas explique´ tre`s clairement.
Nous donnons ci-dessous les expressions comple`tes de ces trois fre´quences de collision :














2kTi/mi est la vitesse la plus probable de l’espe`ce i, Γei est de´fini par (Eq. 3.16),

































ou` T (u) = R(u).
On remarquera que les fonctions R, S et T de´finies ici sont pre´sentes dans la monographie de
Delcroix et al. [32], mais leur valeur est diffe´rente : nos fonctions diffe`rent d’un facteur 2, et notre
fonction T est tre`s diffe´rente de celle introduite par les auteurs. Notre de´finition de ces fonctions est
base´e sur une comparaison des ouvrages de Spitzer [110], Montgomery et Tidman [70], et Binney
et al. [10].
Les variations des fonctions de R et S (nous pouvons exclure T puisqu’il est e´quivalent a` R)
sont re´sume´es dans la table (Tab. B.3).
u 0 ¿ 1 1 À 1 +∞
R(u) 0 4u/3
√
pi 0.428 1/u2 0
S(u) 8/3
√
pi 8(5− u2)/15√pi 1.258 2/u 0
Tab. B.3 – Fonctions utilise´es dans les fre´quences de collision du mode`le BGK.
Pour calculer la fre´quence de maxwellisation, c’est a` dire d’e´change d’e´nergie, nous nous ap-
puierons sur un raisonnement tenu par Spitzer [110]. Selon lui, la fre´quence d’e´change d’e´nergie
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correspondrait a` la moyenne statistique du carre´ de la variation d’e´nergie ∆E en une de´viation
e´le´mentaire, ou` E = mev
2/2 est l’e´nergie cine´tique de l’e´lectron moyen appartenant au faisceau.
Selon l’approche de Binney et al. [10], comme ∆E varie en ge´ne´ral dans un seul sens (perte d’e´ner-
gie ou gain d’e´nergie), sa moyenne statistique n’est pas nulle, et on peut la prendre pour calculer la
fre´quence qui nous inte´resse. Il y a une grande diffe´rence entre ces deux approches. Nous de´finirons
donc deux nouvelles fre´quences : ν
(2)
ei = 〈∆E〉/E (celle de Binney et al.) et ν(3)ei = 〈(∆E)2〉/E2
(celle de Spitzer). Dans tous les cas, il faut avoir une expression de ∆E.
De´finissons ∆v‖ et ∆v⊥ tels que, dans un repe`re orthonorme´ xˆ, yˆ, zˆ donne´, zˆ e´tant la direction
de v avant de´viation, ∆v = ∆v
‖




⊥y. Il est alors























































Avec l’approche de Spitzer, le premier terme e´tant dominant selon lui, on trouve :
ν
(3)
ei (v) = 4ν
T
ei(v) . (B.111)
Notons que la formule (B.111) est base´e sur l’hypothe`se que les ∆vi, i ∈ {x, y, z}, cense´s eˆtre
petits par rapport a` v, sont tous du meˆme ordre de grandeur. Dans ce cas, cela entraˆınerait bien
∆v2⊥ ≈ ∆v2‖ ¿ v∆v‖. Nous montrons ci-dessous que cette hypothe`se n’est pas ve´rifie´e pour toutes
















ou` αee = 1/2 et αe+ = 1.
On remarque que pour les grandes vitesses, c’est νRei(v) qui l’emporte, confirmant l’hypothe`se
de Spitzer, mais c’est le contraire pour les faibles vitesses, les deux e´tant a` peu pre`s e´gales a` la
vitesse v¯i. Les meˆmes re´sultats s’appliquent pour ν
S
ei(v). Ainsi l’expression (B.111) ne nous semble
pas de´crire correctement la quantite´ statistique 〈(∆E)2〉/E2 que nous cherchons a` calculer.
B.4.2.3 L’approche mathe´matique
Cette approche consiste a` faire des rapprochements entre les diffe´rentes e´quations utilise´es
pour de´crire les collisions e´lastiques et le mode`le BGK, pour en tirer des expressions possibles de
fre´quences de collision. Nous utiliserons la forme de Fokker-Planck-Landau, la forme de Boltzmann
et la forme de Boltzmann line´arise´e, celle qui a permis de construire historiquement le mode`le
BGK.
1. La forme de Fokker-Planck-Landau
Nous utiliserons la forme (Eq. 3.19) pour la comparaison. Pour cela on va conside´rer comme
fre´quence de collision le facteur de fe(v). C’est le seul point en commun entre la forme FPL
et le mode`le BGK. Nous de´crivons ci-dessous les deux fac¸ons d’exprimer la fre´quence a` partir
de la` : soit utiliser le facteur de fe(v), raisonnement habituel lie´ a` la forme inte´grale de
Boltzmann (point a), ou on peut essayer de deviner cette fre´quence (point b).
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(a) la fac¸on la plus simple est de simplement exprimer la fre´quence comme e´tant le facteur































































ou` on a transforme´ exp(−v2/w2i ) en des combinaisons (non uniques) de R, S et T pour
trouver les deux dernie`res formules ci-dessus.
(b) Pour deviner la fre´quence, nous revenons sur le raisonnement utilise´ dans le cas des
collisions e´lectrons-neutres, ou` le terme de source isotrope est donne´ par l’e´quation (Eq.
3.37), ce qui donne avec notre approche ci-dessus une certaine fre´quence de collision.
Nous avions choisi la fre´quence e´gale a` (me/mH)ν1(v). Nous re´capitulons ci-dessous les
















Cela donne l’ide´e d’appliquer une recette pour trouver la bonne fre´quence de collision
a` partir d’une forme de FPL : on isole le facteur de fe(v), puis on remplace ∂/∂v par
1/v. Cette me´thode n’est base´e sur aucun raisonnement, c’est juste une astuce dont le
re´sultat sera a` prendre avec pre´cautions.
En appliquant cette recette aux collisions entre particules charge´es, on obtient deux
formulations de la fre´quence de collision :
ν
(5)























Le choix de (B.116) comme fre´quence de collision du mode`le BGK a e´te´ de´termine´ en
partant de la forme (3.19), qui est valable seulement pour des vitesses e´lectroniques
e´leve´es si nous ne supposons pas que la fdv de la particule cible est maxwellienne. Nous
allons discuter de la validite´ de cette approximation.
Pour k = +, cette approximation est bonne pour des e´lectrons de vitesse ve À v¯+(z), ce
qui correspond a` l’hypothe`se des e´lectrons rapides utilise´e dans ce travail. Pour k = e,
l’approximation n’est valable maintenant que pour ve À v¯e(z), ce qui restreint bien
plus le domaine des vitesses. On peut ne´anmoins penser que la fre´quence de collision
(3.47) sera toujours valable pour des vitesses plus faibles, car cela a e´te´ montre´ par une
expe´rience nume´rique sur un cas particulier [89].
2. La forme de Boltzmann
En utilisant les expressions de Shoub [103], qui a une forme qui tient compte de la coupure a`
la longueur de Debye mais qui tient compte correctement des collisions proches, on peut faire
le meˆme rapprochement avec le facteur de fe(v), qui est une forme de Boltzmann line´aire
parce que les types i sont suppose´es avoir une distribution maxwellienne des vitesses. Dans
son travail, on a une de´composition naturelle de l’inte´grale en deux parties : une qui de´crit les
collisions proches, de parame`tre d’impact compris entre 0 et pei(g) (parame`tre d’impact pour
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une de´viation de pi/2 de´fini dans la note C.2), et l’autre qui de´crit les collisions lointaines,
de parame`tre d’impact compris entre pei(g) et la longueur de Debye λD. On va alors trouver
deux fre´quences de collision dont il faut prendre la somme. La me´thode pour de´terminer
ces fre´quences n’est pas la meˆme. Pour la premie`re, correspondant aux chocs proches, on
peut utiliser le facteur de fe(v), ce qui donne quelque chose de complique´. Pour la deuxie`me,
Shoub met cette forme de Boltzmann sous une forme de Fokker-Planck-Landau pour e´viter la
divergence coulombienne, et c’est a` partir de cette forme qu’on doit trouver notre fre´quence. Il
a fait la comparaison entre sa forme FPL et la forme FPL habituelle ou` on ne´glige les collisions
proches et inte`gre le parame`tre d’impact de 0 a` λD, et l’auteur trouve que le rapport de sa
fre´quence de collision avec la fre´quence de collision habituelle est : (1− ln 2/ ln Λ))/2.
Dans l’article, Shoub calcule la fre´quence de collision totale. Il suffirait donc de lui soustraire
la fre´quence FPL que l’on connaˆıt pour trouver la fre´quence lie´e aux collisions proches.
Malheureusement, le terme de source de collisions proches a lui aussi une divergence qui le
se´pare en un terme de type Boltzmann, dont la fre´quence sera pertinente, et un terme de
type FPL, qu’on ne peut comparer a` rien de connu par ailleurs. Le seul re´sultat qu’on peut
tirer du travail de Shoub est de voir que sa fre´quence pour les collisions faibles est a` peu pre`s
la moitie´ (pour lnΛ À 1) de celle calcule´e avec la forme FPL habituelle. Cette expression
reste complique´e et non exploitable dans ce travail. Nous avons mentionne´ l’e´tude de Shoub
a` titre indicatif (section 3.2.2.1.3), qui pourra eˆtre utilise´e ulte´rieurement a` ce me´moire.
3. La forme de Boltzmann line´arise´e
En se re´fe´rant au chapitre sur l’approche mathe´matique du mode`le BGK, la me´thode utilise´e
est de line´ariser f = fM (1 + h) de fac¸on a` obtenir un terme de source de la forme (B.7) et,
sous re´serve que le mode`le BGK redonne bien le bon ope´rateur K, la seule fre´quence possible
sera S(v), que l’on connaˆıt avec l’e´tude faite pre´ce´demment. Les re´sultats de cette e´tude sont
trop peu avance´s pour eˆtre exploite´s ici.
B.4.2.4 Choix de la fre´quence
Nous avons a priori 8 candidats pour notre fre´quence de maxwellisation : ν
(1)









ei (v) et ν
(5)
ei (v). Nous disposons de deux crite`res forts pour les choisir :
1. le comportement doit essayer de respecter le seul re´sultat nume´rique dont on dispose, a` savoir
celui de Rosenbluth et al. [68, 88], c’est a` dire avoir au moins un comportement asymptotique
en 1/v3,
2. on a fait le rapport plus haut des termes de source e´lectron-e´lectron avec e´lectron-proton a`
partir de la forme de FPL (Eqs. 3.22, 3.23, 3.24), et cela donne des rapports, dans la re´gion
des vitesses faibles et dans la re´gion asymptotique, qui doivent eˆtre ve´rifie´s.
Apre`s ve´rification, seule ν
(5)
ei (v) remplit parfaitement ces deux crite`res, a` une constante mul-
tiplicative proche de 1 pre`s entre toutes les formes trouve´es. C’est donc elle que nous choisirons
pour qualifier la maxwellisation de notre fdv. De plus, bien que l’e´tude n’est pas e´te´ faite ici, nous
l’utiliserons encore pour qualifier l’isotropisation de notre fdv. Ainsi,
νISOei (v) = ν
MAX











ou` α peut prendre plusieurs valeurs, pour eˆtre en accord avec les autres expressions : 2, 2.49, 5/2,
3 ou simplement 1. Il faut aussi tenir compte du facteur − ln ε ∼ 4.6 (voir la section B.4.2.1). Nous
choisirons donc α ∼ 11.5.
B.4.3 Conclusion
Nous re´capitulons ici les diffe´rentes fre´quences de relaxation que nous avons pu choisir. Nous
noterons νISO la fre´quence d’isotropisation et νMAX la fre´quence de maxwellisation, de fac¸on a`
pouvoir e´crire, suivant le de´sir exprime´ dans l’e´quation (B.36),






les fre´quences calcule´es ne s’appliquant d’ailleurs qu’au cas d’espe`ces de particules ayant une vitesse
moyenne nulle.
On a alors :
















νMAXei (v) = ν
ISO
ei (v) (B.124)
ou` i = e,+.
B.5 Conclusion
Des e´tudes re´centes sur l’e´quation de Boltzmann [27] et sur l’e´quation de Fokker-Planck-Landau
[87] ont e´te´ faites. Ces e´tudes, tre`s pousse´es mathe´matiquement, font re´fe´rence au mode`le BGK, ou
a` d’autres, en discutant de son inte´reˆt. Les the´ore`mes qui y sont expose´s ne nous ont e´te´ d’aucune
utilite´ pour ve´rifier la validite´ du mode`le, d’ou` l’e´tude du pre´sent chapitre.
Dans ce chapitre, nous avons montre´ que le mode`le BGK tel que nous l’avons de´fini e´tait capable
de conserver les invariants collisionnels avec une pre´cision tre`s bonne, faisait tendre la fdv dans le
temps vers la bonne solution, pouvait, a` partir d’un certain temps, eˆtre localement assez proche
de la fdv par FPL, a` une pre´cision controˆle´e. Cela joue en faveur de sa validite´ pour le proble`me
temporel e´lastique, cine´tique ou hydrodynamique, pour des temps longs.
Lorsque le proble`me n’est plus purement e´lastique, c’est a` dire que les e´carts a` l’ETL peuvent
eˆtre forts, en tous temps, alors nous n’avons pu prouver que le mode`le BGK e´tait valable. En fait,
il semble qu’il pourrait eˆtre valable encore pour le proble`me hydrodynamique, mais pas pour le
proble`me cine´tique. Cette conclusion s’applique aussi pour le proble`me stationnaire.
Quoi qu’il en soit, il reste le meilleur mode`le cine´tique qu’on puisse construire. Il est line´aire, les
parame`tres de la maxwellienne sont faciles a` de´terminer, et nous avons trouve´ une expression de la
fre´quence de collision qui est la meilleure qui soit pour traiter le proble`me cine´tique temporel ou
stationnaire. Nous noterons juste que cette fre´quence de collision est la meilleure a` meˆme d’imiter
le terme de source FPL, mais pas force´ment celui de Boltzmann. Meˆme s’il ne donnera pas un
re´sultat quantitatif tre`s pre´cis, il respecte les caracte´ristiques du terme de collisions e´lastiques FPL
ou Boltzmann, et c’est ce qui est le plus important. La fdv qu’il de´crit a la meˆme continuite´ que celle
donne´e par FPL ou Boltzmann. En ce sens, le mode`le BGK va quantitativement respecter la force
de rappel vers la maxwellienne des collisions e´lastiques vis-a`-vis des ine´lastiques, en donnant un
bon ordre de grandeur de l’importance de l’un par rapport a` l’autre. Si le vrai proble`me montre un
e´cart a` l’ETL, le mode`le BGK saura le mettre en e´vidence. Cet attribut peut valider son utilisation
dans le proble`me stationnaire que nous nous sommes pose´s.
Annexe C
Notes
C.1 Grandeurs lie´es aux atmosphe`res ETL (e´quilibre ther-
modynamique local)
Nous traitons dans cette note le cas des atmosphe`res en e´quilibre thermodynamique local (ETL),
c’est-a`-dire dont tous les types de particules ont des fdv maxwelliennes de meˆme tempe´rature et
des populations ve´rifiant les relations d’e´quilibre de Boltzmann et de Saha. Nous de´finissons les
grandeurs habituelles lie´es aux populations en ETL, et les indicateurs bien connus d’e´cart a` l’ETL.
Dans une atmosphe`re en ETL, les microprocessus collisionnels dominent les microprocessus
radiatifs et sont localement re´versibles, ce qui entraˆıne que :
1. les profils atomiques d’e´mission et d’absorption bb co¨ıncident,
2. les fonctions de distribution particulaires sont maxwelliennes pour la meˆme tempe´rature, qui
peut varier faiblement,
3. les densite´s particulaires ve´rifient localement des relations d’e´quilibre : loi de Boltzmann sur
l’excitation et loi de Saha sur l’ionisation.
Le premier point signifie que, dans une raie forme´e a` l’ETL, il y a redistribution comple`te en
fre´quence dans le re´fe´rentiel de l’atome (RCF), et le second point entraˆıne que cela est encore vrai
dans le re´fe´rentiel du laboratoire.
Les relations de Boltzmann et de Saha seront e´crites sous la forme unique suivante :








et θij(z) est l’indicateur d’ETL bien connu :
θij(z) =

(gi/gj) exp[Eij/kT (z)] si i < j (bb)
Γi ne(z)Θi+ (T (z)) si j = + (bf)
, (C.3)









et le facteur de Saha-Boltzmann Θi+ (T (z)) de tempe´rature T :










Nous introduisons ici un autre indicateur d’e´cart a` l’ETL bi utilise´ dans la litte´rature [78], base´
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ou` nSi est la densite´ de Saha pour l’espe`ce i























i ni est la densite´ d’atomes d’hydroge`ne. Nous utilisons aussi au chapitre 6 des
grandeurs un peu diffe´rentes, base´es sur la densite´ de particules lourdes n0 = nH+n+ =
∑
i ni+n+
plutoˆt que sur la densite´ e´lectronique ne. En supposant n+ = ne, nous de´finissons les densite´s des
populations par n∗i , qui satisfont les e´quilibres de Boltzmann et de Saha, et nous pouvons calculer
















































Ces degre´s d’ionisation χ et χ∗sont infinis lorsque le gaz est comple`tement ionise´. Nous rappelons





















C.2 De´finition et grandeurs d’un plasma cine´tique classique
Le but de cette note est d’introduire les grandeurs habituelles caracte´risant le plasma cine´tique
classique de notre atmosphe`re stellaire, et utilise´es abondamment dans ce me´moire aux sections
de´crivant les collisions e´lastiques coulombiennes entre les e´lectrons et les autres particules charge´es
du plasma. Les notations proviennent principalement de la monographie Physique des Plasmas,
par J.-L. Delcroix et A. Bers [32].
Nous rappelerons tout d’abord les de´finitions des grandeurs de ce plasma, leur influence sur la
section efficace de collision e´lastique, et nous justifierons le choix fait dans ce me´moire de certaines
grandeurs par rapport a` d’autres. Ensuite nous de´crirons l’influence des interactions coulombiennes
sur le choix de la forme mathe´matique du terme de collisions e´lastiques dans l’e´quation cine´tique
des e´lectrons : forme de Boltzmann ou forme de Fokker-Planck-Landau (FPL).
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C.2.1 les collisions e´lastiques e´lectrons - particules charge´es
La figure (Fig. C.1) ci-dessous repre´sente la collision e´lastique (i,vi)+ (e,ve)→ (i,v′i)+ (e,v′e)
dans le re´fe´rentiel du centre de masse G et pour un potentiel a` force centrale. Les variables de la
section efficace diffe´rentielle sont l’angle de de´viation θ et la norme du vecteur vitesse relative, ou`










Fig. C.1 – Repre´sentation de la collision e´lastique, dans le re´fe´rentiel du centre de masse.
La formule (C.17) de´taille la relation entre le potentiel d’interaction ϕ(r) et les variables p, g,













ou` µi = memi/(mi +me).
A partir de la relation θ = pi−2αm et de la relation classique pour de´terminer la section efficace
diffe´rentielle : p dp = qie,ie(g, θ) sin θ dθ, on retrouve par exemple la formule de Rutherford (Eq.
3.13). C’est a` partir de cette formule que le terme de FPL est calcule´. On peut de´ja` noter qu’elle
ne tient pas compte du potentiel re´aliste de Debye-Hu¨ckel (une expression relativement simple a
e´te´ trouve´e graˆce a` la me´canique quantique, sans e´quivalent classique), ni des effets quantiques
importants de syme´trie entre particules indiscernables comme la collision entre deux e´lectrons
libres.
Lorsque cet effet quantique de syme´trie est pris en compte, la section efficace diffe´rentielle entre






















On voit bien que pour les faibles de´viations θ ¿ 1, les deux derniers termes entre accolades dans
(Eq. C.18) sont ne´gligeables par rapport au premier terme, et on retrouve la formule de Rutherford
(Eq. 3.13), dont l’utilisation est bien justifie´e dans le terme de FPL. Par contre, l’utilisation d’un
terme de Boltzmann pour les fortes de´viations doit utiliser (Eq. C.18) au lieu de (Eq. 3.13). Les
raisonnements de´veloppe´s par la suite sont valables pour ces deux sections efficaces.
Pour un potentiel coulombien agissant entre deux types de particules e et i ayant la meˆme
charge en valeur absolue, et nous n’e´tudierons que ce cas dans cette note, entre en jeu un parame`tre
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qui repre´sente la distance a` laquelle il faudrait placer les deux charges l’une de l’autre pour que leur
e´nergie potentielle soit e´gale a` deux fois l’e´nergie cine´tique initiale de la particule relative. C’est
aussi la valeur du parame`tre d’impact qui entraˆıne une de´viation θ de pi/2. On la note pei a` cause














On peut alors facilement calculer l’angle θc pour lequel la distance minimale d’approche est la
longueur de Debye. Cette distance serait normalement rm, mais on choisit p, parce que la diffe´rence
n’est pas tre`s importante et que cela permet d’obtenir l’expression simple suivante, valable pour
un plasma cine´tique classique (pei ¿ λD) :
θc ≈ 2pei/λD . (C.22)
Dans les inte´grations menant au terme de FPL, on retrouve la quantite´
Λ = λD/pei, (C.23)
ou` plutoˆt le logarithme coulombien ln Λ. Cette quantite´ apparaˆıt lors de l’inte´gration sur l’angle de




= ln[sin(θM/2)]− ln[sin(θm/2)] . (C.24)
Les bornes d’inte´gration sont θm et θM . Pour la forme de Landau, on ne doit prendre en compte
que les faibles de´viations, c’est a` dire qu’en terme de parame`tre d’impact, quelques rL < p < ∞.
Pour un plasma cine´tique classique, la borne infe´rieure du parame`tre d’impact pourrait eˆtre de. On
voit qu’on ne peut pas prendre une valeur infinie pour la borne supe´rieure du parame`tre d’impact,
parce que l’inte´grale (C.24) diverge alors. On fait une coupure du parame`tre d’impact a` la longueur
de Debye λD, qui est grande dans un plasma cine´tique classique par rapport a` de et rL. Cela permet
de ne´gliger le premier terme dans (C.24) qui de´finit lnΛ avec la formule (C.23). Lorsque le plasma
n’est plus aussi classique, c’est a` dire que λD n’est plus aussi grande par rapport aux autres valeurs
du plasma, la simplification dans (C.24) n’est plus valable. On pose alors θM = pi (parame`tre
d’impact nul). Les inte´grations jusqu’a` pi permettent d’obtenir une forme e´le´gante qui a le me´rite
de passer outre la difficulte´ pose´e par la se´paration entre un choc proche (fort) et une de´viation
faible. Ne´anmoins, l’erreur ainsi commise par rapport au terme de source re´e´l calcule´ en ne tenant
compte que des de´viations faibles, est typiquement de l’ordre de 1/ ln Λ ∼ 10% [40, 41], ce qui n’est
pas e´norme. Bien suˆr, l’erreur typique avance´e ici de´pend fortement du type de plasma que l’on
e´tudie, et les plasmas peu chauds et peu denses peuvent induire des erreurs de l’ordre de 30%.
Une premie`re remarque consiste a` voir que (Eq. C.23) n’est pas valable pour toutes les particules
entrant en interaction, puisque p0 est inversement proportionnel au carre´ de la vitesse relative, qui
varie de 0 a` l’infini en principe. Pour des vitesses relatives proches de ze´ro, (Eq. C.23) doit eˆtre
se´rieusement remise en question.
La deuxie`me remarque consiste en le fait que les inte´grales sur v′e dans le terme de Landau
posse`dent une de´pendance en lnΛ, quantite´ qui varie peu avec g mais qui est tre`s complique´e a`
inte´grer, au point qu’une forme analytique du terme de Landau ne serait pas concevable. L’ide´al
serait d’extraire cette de´pendance logarithmique de l’inte´grale, en prenant une valeur moyenne par
exemple. Ce raisonnement est approche´, alors quelle valeur prendre ?
On peut de´finir trois grandeursmoyennes faisant intervenir la vitesse, l’e´nergie et la tempe´rature
cine´tique T :
– la moyenne du carre´ de la vitesse 〈v2〉 = 3kT/m,
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– la vitesse moyenne 〈|v|〉 =√8kT/pim,
– la vitesse la plus probable v¯ =
√
2kT/m.
La premie`re de´finit la tempe´rature cine´tique de fac¸on ge´ne´rale. Les deux autres ne sont de´finies que
pour une distribution maxwellienne des vitesses a` la tempe´rature T . La vitesse la plus probable
correspond a` la vitesse pour laquelle la densite´ de probabilite´ ρ(v) = v2fM (v, t) est maximale.
Nous avons note´ dans la litte´rature des choix diffe´rents des grandeurs lie´es a` la vitesse de´finies
plus haut, que nous pouvons se´parer grosso modo en deux cate´gories : l’utilisation de l’e´nergie
cine´tique moyenne (M), ou l’utilisation de la vitesse la plus probable (P ). Dans tous les cas,
le proble`me est e´norme´ment simplifie´ car toutes les espe`ces du milieu sont suppose´es avoir la
meˆme tempe´rature cine´tique T , les e´lectrons sont bien plus rapides que les espe`ces lourdes, et
seul le parame`tre d’impact critique moyen pour l’interaction entre e´lectrons et espe`ces lourdes est
conside´re´, de fac¸on a` remplacer g par |ve|, parce que les grandeurs moyennes de´crites plus haut
ne s’appliquent bien suˆr qu’a` une seule espe`ce. Rien ne permet a priori de se´lectionner un choix
plutoˆt qu’un autre, et noux n’avons trouve´ aucune explication dans la litte´rature.
Nous allons tout d’abord expliciter les diffe´rences entre ces deux approches (M et P), puis
tenter de les justifier.





ou` Te est la tempe´rature cine´tique des e´lectrons. Pour (P), pee → rL/2 et pour (M ), pee → rL/3.
Ensuite se pose la question du choix de la bonne longueur de Debye. Il en existe deux pour notre
proble`me : λDe et λD+. Chacune est pre´cise´ment de´finie comme la longueur typique de corre´lation,
typique car on a vu que le potentiel e´crante´ de Debye-Hu¨ckel n’atteint jamais la valeur nulle, ce qui
fait que deux charges situe´es a` une distance infinie l’une de l’autre, ou tout du moins plus grande
que la longueur de Debye de´finie par ce potentiel, se voient toujours. Ces deux charges interagissent
donc toujours. Si on suit la de´finition, elles ne seront en fait corre´le´es que si cette interaction change
leur mouvement. Le calcul approche´ de ces deux longueurs de Debye est fait depuis longtemps. La
premie`re suppose que le plasma est e´lectriquement neutre, et que seuls les e´lectrons participent a`









L’utilisation de telle longueur de Debye ou telle autre est de´termine´e par la comparaison des
dure´es typiques des processus physiques que l’on de´crit (e´quilibre statistique, collisions, propagation
d’ondes e´lectro-magne´tiques, etc) et des temps caracte´ristiques lie´s a` ces longueurs [31]. Chaque
temps est de´fini comme l’inverse de la fre´quence de plasma fpi conside´re´e, dont le calcul se trouve
facilement dans la litte´rature. Ces fre´quences de plasma sont les fre´quences d’oscillation de plasma









Pour l’e´tude des proprie´te´s statistiques a` l’e´quilibre, le temps caracte´ristique du processus ob-
serve´ est tre`s grand, infini en the´orie, et on doit utiliser λD+, mais pour les collisions, le temps
caracte´ristique est le temps typique que met une particule test pour traverser la sphe`re de Debye
entourant la charge avec laquelle elle interagit. Ce temps devrait eˆtre, en prenant une valeur maxi-
male, le temps d’interaction tint = λDe/g. On utilise souvent une grandeur moyenne en utilisant la
vitesse la plus probable : tint = λDe
√
me/2kTe. On de´finit alors la fre´quence d’interaction comme





fpe À fp+ . (C.28)
Pour les collisions, c’est a` dire dans les e´quations cine´tiques, la longueur de Debye a` utiliser est
λD = λDe. On notera une fois de plus que le vrai temps de´fini par tint est inversement proportionnel
a` la vitesse, donc la longueur de Debye pour les e´lectrons lents, dont la fre´quence d’interaction est
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petite, devrait eˆtre λD+. Conside´rant une fois de plus le caracte`re approximatif de la forme de
Landau, nous garderons λD = λDe pour tous les particules a` toutes les vitesses, sachant que la
forme la plus juste, et malheureusement la plus complique´e, est celle de Boltzmann.
Dans la litte´rature, on trouve la meˆme formule pour Λ, a` un facteur multiplicatif pre`s : Λ/pineλ
3
D
peut prendre les valeurs 4, 8 et 24. Pour notre part, nous choisirons la valeur 8, qui correspond a`
l’approche (P) (pei = pe+ = rL/2 ne´gligeant le facteur 2 entre les collisions e − e et e − +dans le
logarithme) et a` λD = λDe. Graˆce a` la relation : 4pinerLλ
2











L’erreur commise sur lnΛ entre le choix (M ) ou (P) est ln(1.5)/ ln Λ ∼ 3 − 10%, ce qui est
typiquement la marge d’erreur qu’on se donne pour cette forme FPL.
C.2.2 Les diffe´rents types de plasmas
Plusieurs grandeurs statistiques caracte´risent les plasmas :
– la longueur de Landau rL,
– la distance inter-particulaire moyenne de = n
−1/3
e ,
– la longueur d’e´crantage de Debye λD.
La figure (Fig. C.2) ci-dessous met en e´vidence la complexite´ de l’interaction coulombienne e´crante´e.








Fig. C.2 – Repre´sentation de la de´viation d’une particule test par une charge e´crante´e, place´e au
centre de la figure, lors d’interactions coulombiennes dans un plasma cine´tique classique.
Le processus de collision d’un e´lectron test sur les autres particules du gaz se de´compose en
plusieurs zones, selon la distance R a` tout instant entre la particule test, et la particule e´crante´e :
I : 0 < R < quelques rL : collisions binaires proches, terme de Boltzmann,
II : quelques rL < R < de : collisions binaires lointaines, terme de Fokker-Planck-Landau (FPL),
III : de < R < λD : collisions multiples lointaines, terme de FPL,
IV : λD < R < +∞ : pas de collisions, les interactions avec la particule test sont de´crites par le
terme de force microscopique de Vlasov.
La forme de Boltzmann est force´ment valable dans la zone I, et aussi dans la zone II puisque
l’interaction y est de´crite par la forme de FPL, qui est une forme de Boltzmann dont l’expres-
sion inte´grale est devenue diffe´rentielle en utilisant l’hypothe`se de de´viations faibles par collisions
(de´veloppement de Taylor de la fdv).
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Par contre, la conclusion de la zone III, a` savoir qu’une collision multiple lointaine peut eˆtre
de´crite par le terme de FPL qui, rappelons-le, s’appuie sur le terme de Boltzmann spe´cifique
des collisions binaires, me´rite une explication. Dans ce cas, on ne peut plus utiliser les formes
classiques de la the´orie cine´tique des gaz qui de´crivent l’e´volution de la fdv a` un corps. Les charges
sont corre´le´es, il faut donc e´tudier l’e´volution des fdv a` plusieurs corps. Des calculs ont montre´ que
l’effet statistique de cet ensemble ale´atoire de petites de´viations simultane´es e´tait le meˆme que celui
d’une suite ale´atoire de collisions binaires de´crites par la forme de FPL [32, 70]. Autrement dit,
les petites de´viations multiples et les petites de´viations binaires sont physiquement tre`s diffe´rentes,
mais conduisent a` la meˆme forme mathe´matique du terme de collision.
Pour la zone IV, l’interaction se fait suivant le potentiel de Debye-Hu¨ckel, qui de´croˆıt tellement
vite (exponentiellement) qu’on ne´glige son influence a` partir de la longueur de Debye.
Pour les re´gions II a` IV, il est possible d’e´viter une coupure a` la longueur de Debye, en employant
la forme de Balescu-Lennard [3, 32, 62], qui inclut directement un potentiel d’interaction e´crante´,
les inte´grales angulaires devenant finies sans coupure.
Suite a` une discussion avec Nelly Peyraud-Cuenca (Observatoire de Nice) et les re´fe´rences
[32, 62], la distinction entre les 3 formes pour de´crire les interactions lointaines : Vlasov, Fokker-
Planck-Landau et Balescu-Lennard, de´pend de la comparaison entre les temps caracte´ristiques du
plasma et le temps d’interaction coulombienne des e´lectrons avec les autres particules charge´es de
type i, note´ tei(v). Ce temps est le temps caracte´ristique de variation de la fdv des e´lectrons lors
de collisions e´lastiques. Nous avons de´fini avec le mode`le BGK (Eq. 3.47) la fre´quence de collision
νei(v), alors tei(v) = 1/νei(v). Si tei < tp, ou` tp est le temps de plasma, les collisions e´lastiques
doivent eˆtre de´crites par le terme de force de Vlasov. Si tei > td, ou` td est le temps die´lectrique, les
collisions e´lastiques doivent eˆtre de´crites par la forme de Balescu-Lennard. Entre ces deux temps tp
et td, les collisions e´lastiques lointaines sont de´crites par la forme de Fokker-Planck-Landau. Nous













ou` Λ est le parame`tre de plasma de´fini par (Eq. C.29). La forme de Balescu-Lennard est complique´e.
Elle n’a pas e´te´ e´tudie´e dans ce me´moire, et nous nous placerons dans l’hypothe`se que la forme
FPL est valable pour notre atmosphe`re, ou du moins est une bonne approximation.
On a alors six possibilite´s pour notre terme de collisions e´lastiques :
1. Boltzmann pour 0 < R < λD avec un potentiel coulombien,
2. Boltzmann pour 0 < R < +∞ avec un potentiel e´crante´ de Debye-Hu¨ckel,
3. Boltzmann pour 0 < R < quelques rL +FPL pour 0 < R < λD,
4. Boltzmann pour 0 < R < quelques rL + Fokker-Planck pour quelques rL < R < λD,
5. FPL pour 0 < R < λD,
6. Fokker-Planck pour quelques rL < R < λD.
La premie`re possibilite´ vient du fait que le terme de FPL, qui est adapte´ aux interactions cou-
lombiennes, est un terme de Boltzmann transforme´. Le potentiel d’interaction est complique´, on
sait juste qu’il a la forme de Debye-Hu¨ckel assez loin du centre, typiquement a` partir de la lon-
gueur de Debye, et doit eˆtre coulombien tre`s pre`s du centre, typiquement en dessous de la distance
inter-particulaire moyenne, voire en dessous du rayon de Landau. Entre le rayon de Landau et la
longueur de Debye, des calculs ont e´te´ faits pour montrer que la diffe´rence de traitement conduit a`
des erreurs faibles, c’est a` dire ne´gligeables compte tenu du caracte`re approche´ de notre me´thode
[32, 41].
La deuxie`me possibilite´ semble meilleure quant a` la description physique de l’interaction que la
premie`re. On y perd par contre en simplicite´ parce que les sed pour le potentiel de Debye-Hu¨ckel
sont complique´es. Et que devient la force microscopique de Vlasov ?
La troisie`me possibilite´ est celle qui donne les expressions mathe´matiques les plus simples, bien
qu’il y ait un flou sur la de´finition de quelques rL, et qu’on surestime le terme de FPL de ∼ 10%
par rapport a` la sixie`me possibilite´.
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La quatrie`me possibilite´ garde le flou mentionne´ pre´ce´demment, a l’avantage de ne pas compor-
ter de surestimation, mais le terme de Fokker-Planck, de´fini par la me´thode habituelle de de´rivation
d’une forme de Boltzmann pour des petites de´viations mais en ne tenant compte que des de´via-
tions faibles pour de´finir le domaine d’inte´gration sur les angles, a une expression beaucoup plus
complique´e que le terme de FPL.
La cinquie`me possibilite´ est celle couramment rencontre´e pour de´crire les collisions e´lastiques
entre charges, et me´rite donc d’eˆtre mentionne´e a` ce titre.
La sixie`me possibilite´ rejoint la premie`re. Elle repre´sente le mieux le processus physique, mais
reste floue dans sa de´finition et complique´e dans sa forme.
La plupart des physiciens et astrophysiciens utilisent la cinquie`me possibilite´, persuade´s que le
terme de FPL l’emporte de loin sur le terme de Boltzmann, et aussi pour ne garder qu’une seule
forme, le traitement mathe´matique et nume´rique de la forme de Boltzmann e´tant tre`s diffe´rent de
celui de la forme de FPL.
Notons que les travaux de T. Koga concluent qu’il est ne´cessaire de garder le terme de Boltz-
mann [55, 56]. Il semble avoir prouve´ que dans les atmosphe`res stellaires typiques le terme de
Boltzmann est justement du meˆme ordre de grandeur que le terme FPL, le crite`re e´tant qu’il y ait













Les raisons sont complique´es, elles font appel a` la hie´rarchie BBGKY et a` la forme des e´quations
cine´tiques qu’il en de´duit. Si on utilise la forme de Boltzmann pour les collisions entre e´lectrons, il
faut tenir compte des effets quantiques de syme´trie (voir section C.2.1).
On peut aussi se re´fe´rer a` l’e´tude tre`s comple`te mene´e par Shoub [103], qui compare l’im-
portance des collisions fortes par rapport aux collisions faibles, et montre que dans certains cas,
typiquement hors-ETL, les collisions fortes l’emportent. Nous avons de´taille´ son point de vue a` la
section 3.2.2.1.3.
Il ne faut pas perdre de vue que ce qui nous inte´resse est le temps que va mettre la fdv des
e´lectrons pour s’e´quilibrer vers une distribution maxwellienne. On ne s’inte´resse pas a` l’e´volution de
cette distribution dans le temps, alors la forme du terme de source n’est pas tre`s importante. Ainsi
on peut utiliser toutes les possibilite´s e´tudie´es plus haut, ou utiliser un mode`le phe´nome´nologique
de collisions comme celui de BGK (de´crit dans l’annexe B). De plus, l’e´quation cine´tique des
e´lectrons fait intervenir les collisions e´lastiques avec les atomes neutres, qui sont de´crites par un
terme de Boltzmann. Nous avons donc obligatoirement les deux formes mathe´matiques a` traiter
dans la meˆme e´quation, et le fait d’utiliser la premie`re possibilite´ ne repre´sente pas vraiment un
handicap de plus.
Connaissant les travaux de Shoub [103], il serait inte´ressant de comparer le mode`le BGK aux
diffe´rentes combinaisons de formes issues des six possibilite´s de´crites plus haut.
C.3 Les fonctions auxiliaires du transfert
Le but de cette section est d’expliciter :
– les moments doubles de la fonction de Green, qui figurent dans la relation (Eq. 5.36), en
terme de fonctions auxiliaires a` de´finir,
– les fonctions auxiliaires figurant dans les expressions (Eqs. 5.37-5.45) des trois premiers mo-
ments de l’intensite´ spe´cifique.
C.3.1 Moments doubles de la fonction de Green
Ces moments sont de´finis par (Eq. 5.32). Nous donnons ci-dessous leur expression, sans le de´tail
des calculs.
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1. pour τ ′ = τ0 et n = 1ou 2, p = 0, 1 ou 2 :














Φn+p−q (τ0 − τ, ²(τ))
− (−1)n+p−qβq(τ)Φn+p−q (τ, ²(τ))
}
, (C.33)
ou` δq0 est le symbole de Kronecker, nul pour q 6= 0 et e´gal a` 1 pour q = 0,
2. pour τ ′ 6= τ et n = 0, p = 0, 1 ou 2 :
G(n,p)(τ ′, τ) = − 1
2pi
[sg(τ ′ − τ)]pEp+1(|τ ′ − τ |) + 1
pi
²p(τ)γp (τ
′, τ, ²(τ)) . (C.34)
ou` sg(x) vaut -1 si x < 0 et 1 si x > 0.
Dans ces deux formules, Ek est la fonction exponentielle-inte´grale d’ordre k ≥ 1, de´finie par
(Eq. 5.35), et ²p(τ) de´signe le coefficient
²p(τ) =
{
1/ (1− ²(τ)) si p = 0
²(τ)/ (1− ²(τ)) si p = 1 ou 2 , (C.35)
Les deux moments pre´ce´dents font apparaˆıtre les coefficients αn , βn et les fonctions auxiliaires Φn
et γn de´finies plus loin aux sections C.3.4, C.3.5 et C.3.6.
C.3.2 Les trois premiers moments de l’intensite´ spe´cifique
Leurs expressions (Eqs. 5.37-5.45) contiennent, outre les coefficients αn, βn et les fonctions Φn
(sections C.3.4 et C.3.5), les fonctions Rn de´finies a` la section C.3.7.
C.3.3 Notations
Nous allons exprimer les coefficients αn, βn et les fonctions Φn, γn et Rn en terme de fonctions
auxiliaires en partie classiques en the´orie du transfert, en partie introduites pour la premie`re fois
dans [91]. Pour avoir des notations homoge`nes et faciliter le renvoi a` [91], nous utilisons dans cette
annexe les notations de cette re´fe´rence, ou` l’albe´do 1 − ²(τ) est note´ a et l’e´paisseur optique de
l’atmosphe`re τ0 est note´ b. D’ou`
a = 1− ²(τ) , b = τ0 , (C.36)
et les relations de passage de nos notations a` celles de [91] sont les suivantes :
αn(τ) = αn(a, b) , βn(τ) = βn(a, b) , (C.37)
Φn (τ, ²(τ)) = Φn(a, b, τ) , γn (τ
′, τ, ²(τ)) = γn(a, b, τ ′, τ) , Rn (τ ′, τ, ²(τ)) = Rn(a, b, τ ′, τ) .
(C.38)
La de´pendance par rapport a` τ dans les membres de droite de (C.37) est contenue dans l’albe´do
a = 1− ²(τ).
C.3.4 De´finition des coefficients αn et βn pour n ≥ 0
Ces coefficients sont les moments d’ordre n des fonctions classiques X et Y , dites parfois de
Chandrasekhar :
αn(τ) = αn(a, b) =
∫ 1
0
X(a, b, µ)µn dµ , βn(τ) = βn(a, b) =
∫ 1
0
Y (a, b, µ)µn dµ . (C.39)
Ces fonctions sont e´tudie´es en de´tail dans la ce´le`bre monographie de Chandrasekhar [28]. Une
synthe`se re´cente et des algorithmes de calcul peuvent eˆtre trouve´s dans [91, sections 7.3.1 et 8.4].
Pour calculer les moments αn et βn pour n ≥ 0, nous n’avons pas utilise´ leur de´finition (Eq. C.39),
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car les fonctions X et Y sont difficiles a` calculer et, de plus, la fonction X a une de´rive´e infinie en
µ = 0. Il est beaucoup plus simple de de´duire ces moments des valeurs superficielles des fonctions
Φn introduites a` la section C.3.5, en calculant d’abord les coefficients x˜n et y˜n (n ≥ 0) suivants :
x˜n(a, b) = δn0 + (−1)nΦn+1(a, b, 0) , y˜n(a, b) = Φn+1(a, b, b) , (C.40)
ou` δij de´signe le symbole de Kronecker de´fini a` la section C.3.1.




















y˜n−2p(a, b) , (C.42)
donne´es ici sans preuve. Dans la borne supe´rieure de la somme sur p, E(x) de´signe la partie entie`re
de x.
C.3.5 De´finition des fonctions Φn pour n ≥ 0
Pour tout n ≥ 0 et tout τ ∈ [0, τ0] (0 exclu lorsque n = 0)








[1− ξX(a, b,−1/z)] exp(τz) (C.43)
− (−1)nξY (a, b,−1/z) exp((b− τ)z)
} dz
(−z)n ,
l’inte´grale e´tant calcule´e dans le plan complexe le long de la droite Re(z) = c, avec −k < c < 0.
k = k(a) de´signe l’unique racine comprise entre 0 et 1 de l’e´quation caracte´ristique T (a, 1/z) = 0,
ou` pour tout z ∈ C \ {±1}








l’inte´grale e´tant une valeur principale de Cauchy lorsque −1 < z < 1. L’e´quation T (a, 1/z) = 0 a



















ou` arctan n’est pas la de´termination principale de l’arctangente mais celle qui prend ses va-
leurs sur [0, pi] lorsque l’argument de´crit R. Ce choix garantit la continuite´ de la fonction u →
arctan [pi(a/2)u/T (a, u)] au point u ∈]0, 1[ ou` T (a, u) s’annule.
Les fonctions ξX et ξY , qui figurent dans l’inte´grale de (Eq. C.43), sont classiques (fonctions
de Sobouti). Elles sont de´finies a` partir des fonctions X et Y par les relations



















qui ont un sens sur C \ {−1} a` condition de calculer les inte´grales au sens de la valeur principale
lorsque z ∈]−1, 0[. En fait, on peut calculer ces fonctions de fac¸on plus directe, de la meˆme manie`re
que les moments des fonctions X et Y peuvent se calculer sans utiliser leur de´finition (C.39) : cf.
[91, sections 7.3.1 et 8.4] pour des de´tails1.
Pour l’e´valuation nume´rique des fonctions Φn, l’inte´grale figurant dans le membre de droite de
(C.43) doit eˆtre transforme´e par la me´thode des re´sidus applique´e au contour de la figure (Fig.
C.3) ci-contre, tire´ de [91, p. 247]. La coupure sur ]−∞,−1[ provient du caracte`re multiforme du
logarithme complexe pre´sent dans la de´finition (C.44) de T (a, z).
1Notre fonction ξX co¨ıncide avec la fonction 1− ξX de [91].
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c-1 -k 0
Fig. C.3 – Contour dans le plan complexe pour calculer les fonctions auxilaires des milieux plan-
paralle`les.
Le re´sultat, valable pour tout n ≥ 0 et pour tout τ ∈ [0, τ0] non simultane´ment nuls, est le
suivant :





[1− ξX(a, b, 1/k)] exp(−τk)









[1− ξX(a, b, v)] exp(−τ/v)
+ (−1)n−1ξY (a, b, v) exp(−(b− τ)/v)
}
vn−1 dv , (C.47)
ou` on a pose´
R(a, k) =
1− k2








Pour alle´ger les notations, nous n’avons explicite´ toutes les de´pendances par rapport a` la variable
de profondeur optique. Ainsi k de´pend de l’albe´do a, donc de τ puisque a = 1 − ²(τ). De meˆme
pour les autres grandeurs de´pendant de l’albe´do : R(a, k), g(a, v), etc.
Les fonctions Φn ge´ne´ralisent la fonction Φ de Sobolev, puisqu’elles redonnent cette dernie`re a`
l’ordre 0 : Φ0 = Φ [109, 91].
C.3.6 De´finition des fonctions γn pour n ≥ 0
Ces fonctions de´pendent de deux variables d’espace τ ′ et τ , et bien suˆr de ², d’ou` la notation
γn (τ
′, τ, ²(τ)). Elles sont de´finies pour n ≥ 0 et τ ′, τ ∈ [0, τ0] par
γn (τ










ξ(a, b, τ ′,−1/z) exp(τz) (C.50)
+ (−1)nξ(a, b, b− τ ′,−1/z) exp((b− τ)z)
} dz
(−z)n .
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L’inte´grale est de nouveau calcule´e le long de la droite Re(z) = c avec −k < c < 0, ce qui
montre que l’expression (C.50) n’a de sens, pour n = 0, que pour τ ′ 6= τ , et pour n ≥ 1 pour τ ′ et
τ non simultane´ment e´gaux a` 0 ou τ0.
La fonction ξ figurant sous l’inte´grale se de´duit des fonctions ηX et ηY suivantes :



















ξ(a, bτ, z) = Y [−Re(z)] exp(τ/z) + z [1− ξX(a, b, z)] ηX(a, b, τ,−z) + zξY (a, b, z)ηY (a, b, τ − z) .
(C.53)
Elle se de´duit donc, par une relation alge´brique simple, des fonctions ξX , ξY , ηX et ηY e´tudie´es
en de´tail et tabule´es dans [91]. La fonction ξ ge´ne´ralise les fonctions ξX et ξY puisqu’elle co¨ıncide
avec elles sur les plans frontie`res
ξ(a, b, 0, z) = ξX(a, b, z) , ξ(a, b, b, z) = ξY (a, b, z) . (C.54)
Pour l’e´valuation nume´rique des fonctions γn, il faut transformer l’inte´grale figurant dans (C.50)







ξ(a, b, τ ′, 1/k) exp(−τk)









ξ(a, b, τ ′, v) exp(−τ/v)
+ (−1)nξ(a, b, b− τ ′, v) exp(−(b− τ)/v)
}
vn−1 dv .(C.55)
Rappelons que k, R(a, k) et g(a, v) sont de´finis par (C.45), (C.48) et (C.49) respectivement.
C.3.6.1 Deux proprie´te´s des fonctions γn utiles aux calculs nume´riques
Il est facile de voir, a` partir de la de´finition (C.50) de γn, que ces fonctions ve´rifient
γn(a, b, τ
′, τ) = (−1)nγn(a, b, b− τ ′, b− τ) . (C.56)
Par contre, il est plus difficile d’e´tablir la relation
γn(a, b, τ





Φn−p+1(a, b, τ)Φp(a, b, τ ′) (C.57)
− Φp(a, b, τ)Φn−p+1(a, b, b− τ ′)
]
,
admise ici sans preuve. On convient, comme c’est l’usage, que la somme sur p est nulle lorsque sa
borne supe´rieure est strictement infe´rieure a` sa borne infe´rieure, c’est-a`-dire ici pour n = 0. La
fonction γn n’est donc syme´trique par rapport aux variables τ
′ et τ que pour n = 0.
C.3.6.2 Expression des fonctions γn sur les plans frontie`re
Le calcul des fonctions γn est largement simplifie´ sur les plans frontie`re, puisqu’il ne´cessite la
seule connaissance des fonctions Φn introduites a` la section C.3.5 et de leur homologue Φ∞,n des
espaces infinis. On a en effet :
1. pour τ ′ = 0ou b,
γn(a, b, 0, τ) = Φ∞,n(a, τ)− Φn(a, b, τ) (τ > 0) , (C.58)
γn(a, b, b, τ) = (−1)n [Φ∞,n(a, b− τ)− Φn(a, b, b− τ)] (τ < b) , (C.59)
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2. pour τ = 0ou b,
γn(a, b, τ






x˜n−p(a, b)Φp(a, b, τ ′) (C.60)
+ (−1)py˜n−p(a, b)Φp(a, b, b− τ ′)
]}
(τ ′ > 0) ,
γn(a, b, τ




x˜n−p(a, b)Φp(a, b, b− τ ′) (C.61)
+ (−1)py˜n−p(a, b)Φp(a, b, τ ′)
]
(τ ′ < b) .














ou` c ∈]− k, 0[ si τ ≥ 0. Pour l’e´valuation nume´rique de ces fonctions, on transforme l’inte´grale par








g(a, v) exp(−τ/v)vn−1 dv . (C.63)
De nouveau, Φ∞,0 = Φ∞ : fonction re´solvante classique des milieux infinis [109, 91].
Les relations (Eqs. C.58-C.61) sont celles qui nous ont permis de calculer l’intensite´ moyenne,
le flux radiatif et la pression de radiation sur les plans frontie`res (Eqs. 5.38, 5.39, 5.41, 5.42, 5.44,
5.45).
C.3.7 De´finition des fonctions Rn pour n ≥ 0
Ces fonctions se de´duisent imme´diatement des fonctions Φ∞,n et γn de´ja` introduites puisque
leur de´finition est, pour n ≥ 0 et τ ′ 6= τ :
Rn(a, b, τ
′, τ) = [sg(τ − τ ′)]n Φ∞,n(a, |τ − τ ′|)− γn(a, b, τ ′, τ) , (C.64)
ou` sg est la fonction signe (= ±1 suivant le signe de l’argument). Pour n = 0, on retrouve le noyau
re´solvant classique, qui est bien syme´trique par rapport a` τ ′ et τ puisque γ0 l’est [109, 91].
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Re´sume´
Cette the`se pre´sente une e´tude the´orique d’un mode`le d’atmosphe`re stellaire, mode´lise´e comme
une couche plan-paralle`le irradie´e sur une face, avec des e´lectrons non thermalise´s a priori. Les
e´lectrons sont caracte´rise´s par leur fonction de distribution des vitesses (fdv), que l’on cherche a`
calculer en meˆme temps que les autres grandeurs de l’atmosphe`re. Notre principal objectif est de
comprendre le me´canisme de thermalisation des e´lectrons, qui tend a` rapprocher leur fdv de la
fonction de Maxwell-Boltzmann lorsque les collisions e´lastiques dominent les interactions ine´las-
tiques des e´lectrons avec le milieu ambiant, une hypothe`se universellement admise en the´orie des
atmosphe`res stellaires. Les processus ine´lastiques (collisionnels ou radiatifs) perturbent cet e´qui-
libre, et la fdv des e´lectrons peut s’e´carter conside´rablement de l’e´quilibre maxwellien aux hautes
e´nergies. De tels e´carts modifient fortement les populations atomiques et le champ radiatif. Les
calculs nume´riques consistent en la comparaison de trois mode`les d’atmosphe`res : en e´quilibre ther-
modynamique local (ETL), hors ETL avec e´lectrons thermalise´s, et hors ETL avec e´lectrons non
thermalise´s a priori. Nous avons re´solu ce proble`me dans un plasma d’hydroge`ne pur en prenant en
compte les principaux types d’interaction pre´sents dans les atmosphe`res stellaires. L’e´quation cine´-
tique des e´lectrons a e´te´ re´solue en calculant son terme de collision e´lastique a` l’aide d’un mode`le
BGK longuement justifie´ dans la the`se. Notre principale contribution se situe au niveau du transfert
de rayonnement. Nous avons utilise´, et surtout de´veloppe´, les codes de l’e´quipe ”Transfert”de l’Ob-
servatoire de Lyon. Les calculs montrent que la fdv des e´lectrons s’e´carte conside´rablement d’une
maxwellienne dans la re´gion hors ETL de l’atmosphe`re stellaire. Pour conclure, nous envisageons
quelques extensions possibles de ce travail et certaines applications astrophysiques.
Mots-cle´s
The´orie cine´tique des gaz, plasmas, transfert radiatif, thermalisation des e´lectrons, e´toiles :
atmosphe`res, soleil : photosphe`re.
Title
Thermalisation of electrons in a stellar atmosphere
Abstract
In this thesis we draw a theoretical study of a stellar atmosphere, modelled as a parallel-
plane slab irradiated on one face, where free electrons are not thermalised. Free electrons are
characterized by their velocity distribution function : the electron distribution function (edf), which
is calculated in addition to other atmospheric thermodynamical quantities. Our main objective is to
understand the mechanism leading to the thermalisation of electrons, where the edf tends toward
the Maxwell-Boltzmann distribution as long as elastic collisions dominate inelastic interactions
of electrons with the plasma. This hypothesis is always accepted, in stellar atmospheres theory.
Inelastic (collisional or radiative) processes disturb this equilibrium, and the edf can considerably
deviate from the maxwellian equilibrium at high energies. Such deviations strongly modify atomic
populations and the radiative field. Numerical computations consist in the comparison between
three stellar atmosphere models : in local thermodynamic equilibrium (LTE), non-LTE models
with thermalised electrons, and we relax the hypothesis of a priori thermalised electrons. This
problem was solved in this thesis by using an hydrogen plasma and the main types of interactions
found in stellar atmospheres. The kinetic equation of electrons was solved using a BGK model
for elastic collisions, this model being extensively detailled in the thesis. Our main contribution
consists in correctly solving the radiative transfer equation. We used, and especially developed, the
code from the Transfert team at CRAL Observatoire de Lyon. We show that the edf considerably
deviate from a maxwellian distribution over all non-LTE part in the stellar atmosphere. Finally,
some extensions and astrophysical applications of this work are discussed.
Keywords
Kinetic theory of gases, plasmas, radiative transfer, electron thermalisation, stars : atmospheres,
sun : photosphere.
